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sance1 Surveillance et recalage (cours introductif)

sance2 Méthodes inverses pour les problemes linéaires

seance 3 Exercices

sance4 Approche variationnelles pour les problemes non-linéaires
seance 5 Régularisation

seance 6 Exercices

Séance 7 Examen
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Définir une méthode directe et inverse
Identifier les différents problemes inverses
Introduire la notion de conditionement

Exemples de méthodes de résolution de problemes directs

Principales stratégies pour les problemes inverses
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Identification de parametres modeles
Evaluation de conditions aux limites inaccessibles

Propriétés d’échange aux interfaces
Pressions de contact

Détection de géométrie inconnue

Cavité
Fissure

Détection d’endommagement

Imagerie
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Soit :
@©  Un domaine 2 C RP

@ Un opérateur différentiel L d’ordre N
@ Un espace de données D contenant :

les termes source f
les conditions aux limites sur I'inconnue g¢;
les conditions aux limites sur le gradient de 'inconnue g,

les conditions aux limites sur le (N-1)-iéme gradient gn
@ Un domaine C des inconnues u cinématiquement admissibles

Soit le probleme suivant sur {2 C R :

L(u) = f
(P) (f:gl7g27“-agN)€D
u€C
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On dit que (P) est bien posé si :

0 existance : VD = (f,g1,...,9n) € D, Jup € C, L(up) = f
@ unicité : (L(up,) = f et L(up,) = f) = up, = up,

(i) continuité: D € D +— up € C

O L est surjectif
G L est injectif

@) L1 est continue

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 9/84



Soit :
0 2cCR3
(i) 92 = 982, U 0021
@ D={ze R f(z),z€02 —ul(z),z€dr—T(z)}
» C={u*€F(2,R?) |Vz € 02y, u* (z) = u’(z)}

div (3C: (Yu+ 'Yu)) = f
(P): 1_JJ€C_
Vz € 007, o (z) n(z) =T (z)
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On cherche u € C. On dit que le probleme est direct si :
12, L, C et D sont parfaitement connus
La géométrie
Les équations du probléme et les parametres (e.g. matériau)
Les données = sources et conditions aux limites
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Données

Q| géométrie Opérateur
f | termes sources L(w)=f -
g | conditions aux limite

Paramétres
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On dit qu'un probléme est mal posé si on a 'une des conditions :
®  Inexistence de solution pour une donnée D € D
(@  Solutions multiples pour la méme donnée D € D
@) Discontinuité de u vis-a-vis de la donnée D € D

Conditions aux limites surabondantes
Conditions aux limites inconsistantes

Non-linéarité de I'opérateur

Opérateur non continu
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Probleme directs mal posés
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Conditions aux limites surabondantes sur une partie de la frontiere et

manquante sur une autre.

y
H
u=0 Au=0 u=0
0 X
0 u=0 uy =g(x)
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La solution pour g = 0 est trivialement u = 0.

Probléeme continu :

g = g=ulgn) — u(g)

n—+o00 n—+o00
Posons : 3 o
gn(x) = ——sin (—)
Solution :
L2 nwT
Up(z,y) = (%) sin (—) h(
Cependant :
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Hole

Detecing roll
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Jj-th strip channel
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Probleme directs mal posés

Probleme de Cauchy
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Problémes inverses
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Un probleéme est dit indirect ou inverse si u est connu ou partiellement
connu et 'on a I'une des conditions :

0 Données partiellement inconnues = Premiére espéce

G  QOpérateur partiellement inconnu = Deuxiéme espece

Un probleme inverse consiste a déduire les causes (parametres du
modeéle, conditions aux limites, chargement volumique) a partir de la
connaissance d’une partie des conséquences (solutions).
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Premiére espece : inversion de données

Données

Q| géométrie Opérateur
f | termes sources L(u)=f
g | conditions aux limite;

Parameétres

Deuxieme espece : identification modele

Données

Q| géométrie Opérateur
f | termes sources L(u)=f
g | conditions aux limite
Y
Parameétres
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Problemes analytiques
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Rolling process : finishing mill Run Out Table Coiler

Plasticité hétérogene .
Evalution en temps réel

Défaut de planéité
Contraintes résiduelles
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Capteur inséré dans le Optical Fibers
cylindre

Mesure sur chaque tour

Solution analytique
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- Sous-domaine
~ Solution analytique directe

~ Extension par continuité
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<——— Plug

Bragg Grating
1 mm

Plug - Polishing

Bare fibre

mim Glue

Work roll

Polyimide coating

Evacuation
of wires
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Problemes analytiques

Mesure de déformation grace aux mesures de longueurs d’onde
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{ Orr + 099 = 2 (é(z) +w)
—0pr + 0go + 2i09 = 2exp(2i0) (¥(2) + 29/ (2))

k

o= 50 (1) w0 =S (2)
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+o0
i ( %Z ( ) — k)P exp (ikf) + (2 — k) Py exp (—ik6) — Wy, exp (i(k + 2)0) — T exp (—i(k + 2)0))
=0
1 &R\ . — : , — ;
20(0) = % % (an> (—k®y, exp (ik0) + kD, exp (—ikf) — Uy, exp (i(k + 2)0) + Ty, exp (—i(k + 2)0))

A A 2m
By = 7”/ ey (0)d6 = +“/ <7(60)do
2 0 27 0

1+ ()\—I—u) /2" AU _w("’<9)d9

k>1 &=
vk 2 Fe exp (ik6)

> = —
Sl H oxp (i(k + 2)0)

(1+1) /2” 2p+ (k+2)A+ )i (0) = @p+ ik +2)(A+ )< (0) 4
2m 0
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Equation intégrale de Fredholm
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Equation intégrale de

g:y € J— g(y) € R (données)

k:(x,y)elxJ

— k(z,y) € R (noyeau)

f:x el f(x) € R (inconnue)

Vyel, /1 ke, 9) f(z)dz = g(y)
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Réponse impulsionnelle r;(réponse en temps a un Dirac)

0.

nM)=ntexp-t/1;)
>0

Accélération v (impulsion)

Convolution donnant la réponse mesurée r

T
/0 ri(t — )y(s)ds = r(t)
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Vyed, / bz, ) f(x)dz = g(y)

1

Noyau k continue

Inconnue f intégrable et non-continue
yeJ— /k(w,y)f(x)dx est continue
I

= pas de solution

Solution :
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Solutions

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification

37 /84



L:feFw— (y»—)/k(x,y)f(x)da:) eF

1

Si k change de signe on peut avoir
ker I = {fe F, L(J) = 0}

Equation de Fredholm

5E s /I ke, ) f(z)dz = g(y)

Solution fj

er kerL, f = fo + faussi solution
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Continuité de L1
-1 -1
gnn_joogifn—ll (gn) n_:)i_oof—L (g)
Linéarité

/07r k(z,y) {f(:c) + %sin(n a:)] dz = g(y) + ” /07r k(x,y)sin(nz)dx

Second membre

€

() = 1) — /0 " k(e,y) sin(no)dz

Solution

fal@) = £(@) + < sin(nz)

€
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Lemme de Lebesgue

lim k(x,y)sin(nz)dx =0
n—0o0 O
Dot ||g — gnll = % [T k(z,y) sin(nz)da
I =
Or
1 (7 1
“f_ fn” =5 Z/o Sin2(na:)dx — E g
)
Pas de
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Linéarisation de problemes inverses
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0%, h(x)=H (x)+7(x)
Données connues
Géométrie (2, conductivité \(z)
Température 7,(z) et flux @.(z) sur z € 012,
Coefficient de transfer thermique moyen H.(z) sur z € 02
Température extérieure Tt
Inconnue
Coefficient de transfer thermique h(z) = H.(x) + n(z) sur z € 912;
Hypothese n < H.
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Equations fortes du probléme inverse

div(A(2)VT) = Va € 2

—Mz)VT.n = (He(z) + n(z)) T(z) Yz < 00
—AN2)VT.n = dc(x) Vz € 00,
T(z) = Te(z) Va € 82,

Equations faibles du probleme inverse (températures virutelles)

vT*

div(M2)¥T) = 0 = { /Q div(Mz)YT(2))T* (@)dV = 0
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Calcul

div(AYT T*) = 8“(%23' ) _ a(A(aZT) e A(VT); gT*

=[div(\YT)T* + \YT.VT*

D’ou VIT™*
/le 2)VT(z) T (2))dV = //\ \VT(2).VT* (2)dV

Théoreme de la divergence : V1™

/a Me) (V@) (@) T (@)dS = / £).YT* ()dV

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 44 /84



Condition aux limites V1™

- / Pc(2)T"(z)dS
012,
. /an (He(z) +n(2) T(2) T*(2)dS

i

_ /QA(Q)ZT(£)~ZT*(2)C1V

Probleme
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Solution Ty (z) pour n(z) = 0 et flux connu @, (z) sur 012,
Probleme direct :

/ ATy NT*dV = —/ &.T*dS — / H Ty T*dS
2 092, 012;

Solution T (z) pour n(z) = 0 et flux arbitraire F'(z) sur 0f2.
Probléme direct :

/ )\ZTF.ZT*dV:—/ FT*dS—/ H TpT*dS
N 012, 092,
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On remplace T* par T, VF : (z € 002, — F(x))

/ ATy NTrpdV = —/ & TpdS — / H Ty TpdS
? 0 012;

]

On remplace 7" par T’

/ AVTp. NTAV = —/ FTdS—/ H.TpTdS
0 012, 012,

Différence, VF' : (z € 02, — F(x))

/AZ@—ﬂﬂyﬂﬁV+/ H.(T — Ty)TrdS
2 012

_ /a |, (FT. = 2.Tr)ds

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 47 / 84




Conditions aux limites sur z € 9f2;

CAVYTy.m = H.Ty = |- AVT —Ty)n=H.(T —Ty)+nT

D'ouVF : (z € 002, — F(z))

/Q AY(T — Ty).NTrdV + /(9 (=AY(T — Ty).n — nT) TpdS

i

— /a , (FT.~ 0.Tr)ds
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Théoreme de la divergence

/Q AY(T — Ty) NTpdV —

012 0

k2 c

D'ou VF : (z € 02, — F(z))

/ 17T TFdS = / (F’TC — @CTF)CIS
082, 012,

7

Probleme :
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Hypothese n(z) < H(z)
Remplace T" par Ty (linéarisation)
Probleme inverse

Chercher 7 : x € 012; — n(z) telle que

VE : (z € 092, — F(z))

/a o, @ ;) 1;)@) ds = /a (T = 8T5)dS = o(F)
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Elasticité

Endommagement
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Variable d’endommagement d(z) € [0, 1]
Module d"Young E(d(z)) = (1 — d(z))Eo
L opérateur linéaire de la mécanique
f(z) chargement extérieur

u(z) déplacements solutions

L(u(z)) = Lo(u(z)) + d(z)L1(u(z)) = — f(z)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 52 /84



y™ mesures en certains points

O opérateur linéaire d’observation
O(u(z)) = y™
Moyenne des déplacements
Selection de composantes
Selection de la position
Opérateur gradient (si1’on mesure des déformations)

Hypothese : d < 1
Probleme inverse :
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Linéarisation : utiliser la réponse de la structure saine d = 0
Lo(ug) = f (réponse saine)

Lo(u) = f —d(z)L1(u) ~ f — d(z)L1(ug) = Lo(ug) — d(z)L1(ug)
u = g — Ly ' (d(z)L1 (1))

™ — O(ug) ~ —O(Ly ' (d(z) L1 (u)))
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Méthode algébrique
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) Choisir un schéma pour le probleme direct bien posé
Analytique
Eléments finis
Eléments frontieres
Différences finies

2 Construire les données mesurées V'
3 Extraire du calcul les données correspondantes )¢(D)

9 Construire la fonctionnelle :
D eDw— J(D) = |y™ — Y*(D)|]2
5 Chercher un minimum de J

D;q = argminJ (D)
DeD
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1™ = Ye(D)|? = /Qw@ (V™ () — Y¥(D)())*dV

|y™ — Yy(D)||* = Zwk Vit = Y(D)i)?

k=1

Trouver la meilleure droite y = ax + b correspondant a un nuage de
points yy,
ry 1 Y1

rr 1 YK
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Régression linaire
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K
(a,b) — J(a,b) :Z ye — (azy +b))?
k=1

K
% ; k (g — (azy, + b)) =
0J(a.b)

K K K K K
Za:kyk:ain—l—mek Zx% Zxk
k=1 k=1 k=1

K K K
ZykIGZUCk—i-bXK ka K
k=1 k=1

0

K
% :O:>§(yk—(axk+b)):0
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z; 1 Y1
. . a _ .
(3)-

zr 1 YK

1 1 Y1
ry - TK . . a . ry - TK .
(1 1 ) . '(b)_(l 1)

T 1 YK
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Identification 62 /84




Soit (y1,--- ,yx) € RE et (z1,--- ,2x) € RE
Il existe un unique polyndéme Lg de degré K — 1 tel que

Vke{l,--- K}, Lx(xr) = yk
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Interpolation polynomiale
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On fixe un degré d € N

On cherche & minimiser

Dérivation
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Matrice de Vandermonde

d_
R S
d—1 . .d
1 T Ty

Dérivation

k=1  j=0 k=1
K K
= Y Xw Y Xpjaj =Y Xuyk
k=1  j=0 k=1
= XXae='Xy
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0.6

0.4
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®
=3
=
®
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W
=3
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=
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®
o
o
N
o
®
o
©
-
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Equation intégrale discrete
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Equation intégrale de
g:y € Jw— g(y) € R (données)
k:(x,y) € IxJ— k(z,y) € R (noyeau)
f:zel— f(z) € R (inconnue)

Vyed, /I k(z, ) f(x)dz = g(y)

Equation intégrale de
I=J=la,b]
g:y €I g(y) € R (données)
k:(z,y) € IxIw— k(z,y) € R (noyeau)
f:x el f(x) € R (inconnue)

vyer, [ e A =)
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Equation intégrale de
Y; = g(y;), 1 < j < N; (mesures, données)
K;i= %@__“k(mi,yi), 1 <j < Nj, 1<i<N; (tenseur noyeau)
X, = f(z;), 1 <i < N; (inconnue)
En général V; < N;

Vyel, /I Kz, 9) f(z)dz = g(y)

N;
VI<j <N, Y KjiXi=Y;
=1
D’ou

[

X=Y
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Equation intégrale de
Y; = g(y;), 1 < j < N; (mesures, données)
Kj; = "5 k(xi,y5), 1 < j < Nj, 1 <4 < Nj (tenseur noyeau
carré)
X; = f(z;), 1 <i < Nj (inconnue)

vyer, [ Ry ) ()l = g (o)

J
V1<j<Nj ZKj,iXi =Y;
i=1
D’ou

i

X=Y
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Données mesurées Y™

Données calculées Y (D)

L'application D +— Y“(D) est linéaire = Y °(D) = A.D
Adetailep xn

Fonctionnelle a minimiser

2
p

J(D)=[AD-Y™|2=>" (> AyD; - ¥"
i=1 \j=1
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Dérivations par rapport a Dy,
oF _ ) A 5 A D;-Y™"| =

= Z Z A AijDj = Z Az Y™

=l g=l1l
= ‘AAD = é.z
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Notion de conditionnement
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) Choisir un schéma pour le probleme direct bien posé
Analytique
Eléments finis
Eléments frontieres
Différences finies

2 Construire les données mesurées V'
3 Extraire du calcul les données correspondantes )¢(D)

9 Construire la fonctionnelle :
D eDw— J(D) = |y™ — Y*(D)|]2
5 Chercher un minimum de J

D;q = argminJ (D)
DeD
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Vision matricielle

Etude des solutions selon le rang de A
Multiplication par la transposée

Si téé inversible

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification

76 / 84



Matrice adjointe de A
A=
Valeurs propres de A*. A (symétrique)

[N

N> >N >0

mazx min =

Valeurs singulieres de A

)\maxzz)\mznzo

Conditionnement )
cond (4) = 5= > 1

)\min
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Soit A (p x n) et de rang r
Il existe U (p x p) et V (n x n) orthogonales

A='UZY
Avec X (p x n)
AN -0 O
g= e
= 0 Ar
0 |0
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Les 41, -+ ,Z, n'ont aucun effet sur z donc pas d’influence dans
la minimisation au sens des moindres carrés

On a comme le minimum suivant
2='v.2Uy
Ou g* (n x p) est le pseudo-inverse de Moore-Penrose

1
N 0
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Systéme linéaire A de taille p x n

|S

Z=Y

Existence d’une solution si y € Im (A)

Se traite en cherchant un minimum au sens des moindres carrés
Unicité d’une solution si Ker (4) = {0}

Choix d’un minimum avec la matrice de Moore-Penrose
Continuité de y — z

Probleme de sensibilité
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Solution

Erreur y_sury tel que ’

Erreur z, sur x

—1
ge — [téé] 'té'ge = tK‘=T‘g.g€
Dans le pire des cas
| o]
T | = et ||z|| = —
el = 3 et [l =5 =
v
Izl = cond (4) 1—
ll Iy
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10 7 8 7
7 5 6 5

A= 5 5 90§ avec cond (A) = 2984
7 5 9 10

A1 = 30.29, \s = 3.86, A3 = 0.84, \, = 0.01

32 0.1
2| b, = | 01
Y= 1 33 Y= | o1
31 0.1
1 9.2
1 ~12.6
ol I 45
1 11
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Soit A une matrice (p x n)

o
Il
IS
It
<

Avec X (p x n)

é’:

0
Le conditionnement cond (A) est trop élevé

On identifie les valeurs singulieres les plus faibles qu’on va retirer

Cela détermine un rang r raisonnable pour A
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Probléme initial A.xz =y

On remplace X par 2

g oo

Probléeme mieux conditionné apporchant

t

UXVir=y
Solution au sens des moindres carrés
z="V. 2 Uy
. — — A
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