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Surveillance et recalage (cours introductif)

Méthodes inverses pour les problemes linéaires

Exercices

Approche variationnelles pour les problémes non-linéaires
Régularisation

Exercices

Examen
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Choisir un schéma pour le probleme direct bien posé

Analytique / Eléments finis / Eléments frontieres / Différences
finies / etc.

Résultat du calcul u(D)
Mesures Y
Extraire du calcul les données correspondantes V(D) = O(u(D))
Fonctionnelle d’écart aux mesures :
D € D J(D) = F[Y°(D))

Choix d’une norme :

Fonctionnelle habituelle d’écart aux mesures :

DeDw J(D)= |y - Y(D)|?
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Equations a vérifier (équation d’état etc.)
E(D,u(D)) =0

Espace de données restreint D*
Forme des parametres
Discrétisation
Dimension finie
Convexité
Compacité

Minimum de J sous contrainte :

D;q = argmin J(D)
DeD*
Sous contrainte, E(D,u(D)) =0
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D e D — J(D) :
J(D) J(D)

Dy Dy Diq Dig Dig

Difficulté :
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=

I;xt I:"
Il"mMMM
E = 3k
- 3
Ql :: :: QZ
ARRAR
E, @
Iy

_ IV - i
2 =J;_, £2; : domaine connu

Conditions aux limites connues sur [y et Lext

Déplacements mesurés en I,

D= (E,---

—_—
9/53
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I;xt [';l

e e = vec 2
E = = E, c=C(D):¢ Vz € 2
. Q E : E Q (%) : éz%(@thzu) Vz € {2
ERTITE gn=—pn VE € Lint
E, g-ﬁ=0 Vo € Text
L u=20 Ve € I
Iy

D;q = argmin J(D) = =
DeD* 2
Sous contrainte, u(D) solution de (x)

S5

(D) — u,,|*dS
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divg1 =0 Vz € 2 ( divg2 = Vx € (2
glzé(D):g1 Va € 2 gzzg(D):gz Va € 12
g n=—pn Ve lin g, n=—pn Ve lin
g.n=0 Vi € Text g, n=10 Vi € lext
(w3 =0 Vz € I ( Uy =0 Vz € I

1
Dy = argmin J(D) = / ey — u3) : C(D) : ey — 1p)dV
DeD~ 2J0= = =
Sous contrainte, u; (D), uy(D) solution de (1), (2

~—

Avantage :
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0 /
} —> X

u(0,0)=u, (¢) % 1, (1)

x € ]0,1[ : domaine connu

Condition initiale connue ent = 0 et Vz € ]0, (|
Condition connue en z = 0 et V¢ € 0, 77|
Condition mesuréeen z =l et Vt € |0, T

Comportement inconnu a déterminer

ou 0,
E‘Fa—w.f(u)zo
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0 /
} — X

u(0,0)=u, (t) % 1, (2)

E WZO V(:c,t)E]O,l[x]O,T[
()00 w(®,0) = wo(x) Ve elo,
0,t) = uat) Vte]o,T]

T

fa=axgmin J() = 5 [ (u(l.t) — un(t))*
fect 2 Jo

Sous contrainte, u solution de (x)
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ST

z € ]0,![ : domaine connu

Chargement connue p

Déplacement u(x) mesuré sur x € S, C ]0,[
Observation O(u) = u(z), Yz € Sy, et 0 sinon
Raideur des ressort r(z) inconnu a déterminer

P
—Ta—wz + r(2)u = —p(x)
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e = A

rig = argmin J(r) = 1/ (u(z) — tp(z))? dz
T'Ecl 2 S’m
Sous contrainte, u solution de (x)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 16 Octobre 2020



Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification



Monte-Carlo
Génétique

Cotiteux

Quasi-Newtonnien

Gradient conjugué

Nécessite le gradient :
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Soit V un espace de Hilbertet D € V/
J fonctionnelle a valeurs dans R
Définie sur un voisinage D de D

J est différentiable au sens de Fréchet en D si 3L € V* continue

J(D + D) = J(D) + L(D) + o(D) avec lim @
>0 ||

On peut identifier V' et son dual V*
Donc 3!D; € V tel que L(D) = <D1,5>
On note J'(D) = Dy
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Onposej:e€ R J(D+eD)
Taux d’accroissement
D+ eD) — J(D
A J(D +eD) — J(D) o 7(0)

€ e—0

Si J est différentiable au sens de Fréchet en D
J(D 4 €D) = J(D) + eL(D) + o(e)
Si la dérivée directionnelle existe en D dans la direction D

J(D + eD) = J(D) + €5'(0) + o(e)
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Soit J(D) = 3a(D, D) — L(D) avec a symétrique
On pose j(e) = J(D + eD)

e~ ~ ~ ~
j(e) = Sa(D, D) +¢ <a(DD) _ L(D)) + J(D)

Dérivation _ _ _
j'(e) = ea(D, D) 4+ a(D, D) — L(D)

Donc j/(0) = <J'(D),i§> = a(D, D) — L(D)
J'(D) = 0 est une formulation variationnelle

VD € D,a(D, D) — L(D) =0
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Pour D € L?(£2,R) on pose J(D / ~D*dV — / fDAV

Ona <J’(D),f)> = /Q (DD _ fD) dv
Doncona J'(D) =D — f € L*(,R)

J(D) = /QénzDWdV— /QfDdV

RN / ~\ N D
Dot <J (D), D> - /Q (yD.zD fD) dv
Donc on a par IPP J' (D) = —AD — f
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Soit K convexe

Soit D € K

On suppose J différentiable en D

Si D est un minimum local de J dans l'intérieur de K alors

J'(D)=0

Si de plus J est convexe alors D est minimum global

Condition seulement nécessaire, mais nécessaire et suffisante pour
J convexe
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Construire une suite minimisante D; de .J

Direction de descente D* est telle que

El:uM € R*-f—y VM S [OaluM]a J(D] +MD*) < J(D])

Initialisation a Dy

Etape j on calcule Dj 1 = D; — p1;J'(D;) avec

w; = argminJ(D; — pJ'(D;)) Line-search (cf Wolf)
n>0

Direction D} = —J'(D;)? Si Dj+1 = Dj + pDj (u > 0) alors

J(Djs1) = J(Dj) + p(J'(D;), D5) + o(p)
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Soit > 0 fixé (assez petit)
Initialisation a Dg
Etape j on calcule D1 = D; — pJ'(D;)

Minimisation composante par composante
Exemple si D € C1(2,R").

Initialisation Dy = (Dg.1,- -, Do)
Chercher

D171 = argmin J(ﬁ, Doyg, s ,D07n)
DeCl(§2,R)
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On pose Dy = (D11, Do2, - , Do) et chercher

D2,2 = argmin J(Dl,l, 1~), D()’g, DESUR DO,n)
DeCl({2R)

etc...

Utile si le probléme est découplé

3
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Espace de départ de J est inclus dans R” (J' taille n)
Matrice Hessienne J” définie positive
On a l'approximation

J(w) = J(v) + J'(v).(w —v) + % (J"(v).(w = v)) .(w — v)
On a le minimum suivant
w=v— [J”(v)]_1 J(v)

Initialisation Dy € R™
Tteration D; 1 = D; — [J"(D;)]".J(D;)
Nécessité d'inverser J”(D;) a chaque itération
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Trés rapide
Calcul de la Hessienne difficile numériquement
Hessienne pas forcément définie positive

Stockage de beaucoup de données

Approcher la Hessienne par une matrice définie positive W
J(Dj+1) = J(Dy) + J'(D;).(Djs1 — Dj) + 3 (W;.(Djs1 — D;)) .(Djs1 — Dy)
Avec la mise a jour

Wit1.(Djy1 — Dj) = J'(Dj1) — J'(Dy)

Recherche W;, | définie positive proche de W
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Tres rapide
Espace de stockage insuffisant pour les optimisations en grande
dimension

Méthode alternative plus lente mais a faible stockage : gradient
conjugué
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Fonctionelle sous la forme (A carrée symétrique)

1
J(D) = 3DAD-bD+c
Directions conjuguées ¢ # j
8;A.8; =0
Si D minimise J alors
AD=b

Si on peut construire une base de R" de vecteurs conjugués s;

E VjS; avecy; = ————
=1

-Patrault (Ecole des Ponts) i i 16 Octobre




Initialisation D, et s) = —V.J(D,))

Line-search

Dy).
ap = argminJ (D + psgy) = ap = _ZJ(—O) 50
>0 80-A.-9
Itération j + 1 calcule
Dji1=D;+ a;s;
Avec D)
.5
a;j ar%fémj (D + ps;) 5As;
J(Qj+1) é S

sj41 = —NJ (D) + B;s; avec fj = —
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Etat adjoint
Multiplicateur de Lagrange

Equation d’état : vues comme une contrainte

Différences finies
Grand nombre de calculs

Précision parfois insuffisante
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D = (D1,---,Dy) € D de dimension finie
Déplacements aux noeuds : u(D) € R"
Vecteur force : F' € R™
Matrice de raideur : K (D) de taille n x n
Equation d’état

K(D)uwD)-F =0

Opérateur d’observation O de taille m x n

1

D;; = argmin J(D) = — )
DeD* 2=

Sous contrainte, K(D).u — F =0
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Gradient

oy, = (Qu(D) =), (Q' oDy

5 > ouw(D)  OK(D)
o [K(D).u—F] =0=|K(D) oD, oDy u(D)
o . 0K (D)
o - (QQ(D) -y ) : (g " 0Dy, 2(D))
En pratique :
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Le gradient nécessite de calculer

1 probléme direct de matrice & (D) pour calculer u(D)

N problémes directs de matrice K (D) pour calculer %%22

k
N produits scalaires

Trés lourds du point de vue calculatoire

Il faut intégrer dans le code EF
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1
D;q = argmin J(D) = =
DeD* 2=
Sous contrainte, K(D).u— F =0

Construction d'un Lagrangien

A : multiplicateur de Lagrange

OL(v, )\, D)

= KD)v=F
o 0= KD)v=F
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Lagrangien

L{AD) = 1 (Qu—Y™). Qv ~¥™) + A (K(D)2 ~ F)

On cherche \*(D) tel que

O (4(D), (D), D) = 0 = [ (Q.u(D) — ¥™) .0 = A" K(D)

'K(D).X*(D) = —'0. (Qu(D) - Y™)

oL ) N
5 \uP), (D), D) =0 =

Equation d’état adjoint

Fonction

Identification 16 Octobre 2020 37 /53
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Lagrangien L(v, A, D)
Gradient de g(D) = L(u(D), \*(D), D)
Dérivées de L évaluée en P = (u(D), \*(D), D)

89  ou(D) oL O\ (D) AL oL
8Dk_ a0, 20T ~op; 'aA(P)JFaDk

6Dk W/( 6>\ 8Dk

8g oL " K (D)
oD, — oDy, )=|A (D)- D, (D)

(P)
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Le gradient nécessite de calculer

1 probléme direct de matrice K (D) pour calculer u(D)
1 probleme adjoint de matrice K (D) pour calculer A*(D)
N produits

Beaucoup plus économique
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0 /
} — X

u(0,0)=u, (t) % 1, (2)

E WZO V(:c,t)E]O,l[x]O,T[
()00 w(®,0) = wo(x) Ve elo,
0,t) = uat) Vte]o,T]

T

fa=axgmin J() = 5 [ (u(l.t) — un(t))*
fect 2 Jo

Sous contrainte, u solution de (x)
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Lagrangien

Lwrf) =g | "0l ) = () dt / . / : [% i a’(;;”)] Adrdr

Multiplicateur de Lagrange : fonction A € H(]0,1[,]0,T)

Calcul de DyL(v, A, f)

= T rl
L(Uv/\+6)"f)_L(U7)\af):6/O /0‘ [%‘i‘

of (v)
ox

] \dzdt

-

<D,\L(v,)\, f),X>

VA, <D>\L(u, A, f),X> 0o % 4

of (u)
ox

=0
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Multiplicateur \* particulier tel que Vo (D, L(u, \*, f),v) =0
Calcul de D, L(u, \*, f)

Lut @i -LwX =
e[ /0 (ull, ) — upm (£))5(0, £)dt + /0 /O [a+£[ﬁf/(u)]])\*dxdt]
iAo e s

Lut N ) -LaN )= "

e[/o (u(z,t)—um(t))a(z,t)dt—/o /O [Z% + () (%]T)dxdt

/0 : [OA*]g da + /0 . [5f (w)A*], dt}
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Multiplicateur \* particulier tel que Vo (D, L(u, \*, f),v) =0

T

!
| .0 =)0+ i@yt + [ 3T o
/ / [8)\* 85;] vdxdt =0
Vv tels que v(z,0) = 0etv(0,t) =0
OX" ., OX"
g Wy =0

D’ou

/ " ul, )~

!
um (t))v(l,t) + ['ﬁf’(u))\*]f)dt 4 /0 ['17)\*]gda: =0

Identification 16 Octobre 2020
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Vo tels que v(x,0) = 0 etv(0,t) =0

l

2 ~ ~ gy *11 ~yx1T
/ (u(l,t) — um(£))0(1, t) + [0f (u)A*], dt +/ [0A*], dz =0
0 0

Vv tels que v(z,0) = 0etv(0,t) =0

o
/0 (u(ly t) — um (8) + ' (u(l, £))N* (1, £)T(1, t)dt = 0
= u(l,t) — um(t) + f(u(l, )N (1,t) =0
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Vv tels que v(z,0) = 0etv(0,t) =0

!
/0 (0(z, T)\*(z, T) — (a0 (2,0)) dz = 0

D’ou

N (z,T)=0

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)
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Probleme adjoint (rétrograde en temps)

oN* o

Um (t) — u(l, t)

5 + f'(u) 5 0 V(z,t) €]0,1] x]0,T]

vt €10,T

N(l,t) =
N L T0)
X (z,T)=0 Vz € 10,1]
Dépend fortement de la solution u qui dépend de f de I'équation
d’état ou Of(u)
u
—_ =0
o " o
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Dérivé de la fonctionnelle J( f) a minimiser

(701.8) = (i ). 1)

Lagrangien

Lwrf) =g | "0l ) = (@) dt / . / : [% | a’(;;”)] Adrdt

D’ou

L(u, \*, f 4+ €f) — L(u, \*, f —//8f N dadt

(DL A*,f>,f>
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Dérivé de la fonctionnelle J( f) a minimiser

<J’(f),f> = /OT/()I ag;”),\*dxdt

Résolution du probleme avec CL +CI pour avoir u

=0

ou _ of(w)
E-l- ox

Résolution du probleme avec CL +CI pour avoir \*

0

N, ON
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e = A

rig = argmin J(r) = 1/ (u(z) — tp(z))? dz
T'Ecl 2 S’m
Sous contrainte, u solution de (x)
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Lagrangien

!
L(v, A\, 1) = %/ (v — up)?dz + / (=Tv" + v+ p) Adz
m 0

l
L(v,A\,r) = %/ (U—Um)2 dx—i—/ Tv'X + (rv + p) Adz
m 0

On cherche \* tel que (D, L(u, A\, r),v) =0
L(u+ ev, \*,r) — L(u, \*,r) =
l
€ {/ (U — tp,)da +/ (TP (X*) + roX¥) dx}

0
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On cherche \* tel que (D, L(u, A, 7),v) =0
L(u+ ev, \*,r) — L(u, \*,r) =

: [ / Bt — ) e + /0 (ST ) mx]

m

D’ou
L(u+ ev, \*,r) — L(u, \*,r) =
l
€ [/ [XSm (U — up) — T(N*)" + r)\*] 'ﬁdx]
0
(DyL{w, A, 1), %)
D’ou Vo

l
/ [XSm (U — u) = T(A")" +7rX*] 0dz = 0
0
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Probleme adjoint

{ —T(\*(2))" + r(@)X(z) = —x8,, (2) (u(@) — um(2))
X(0) = X*(1) = 0

Lagrangien

1

l
L(v,\,1) = 5 / (v — upm)?dz + / (=Tv" + rv+p) Adz
m 0

Gradientde J(r) : J'(r) = D, L(u, \*,r)

l
L(u,\*,r +er) — L(u, \",r) =€ / ruX*dx
0

—_——
(D L(u, \*,r),T)
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Gradientde J(r) : J'(r) = D, L(u, \*,r)

l
<J'(7"),’77>=/0 ruX*dx

Résolution d'un probleme avec CL pour obtenir u(z) (dépend de

r)
Pu
_p— —
s+ r()u = —pa)
Résolution du probleme avec CL pour obtenir \* (dépend
der)

—T(A\"(@))" +7(@)A" (@) = —X5,, (@) (u(@) — um(@))
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