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Surveillance et recalage (cours introductif)

Méthodes inverses pour les problemes linéaires

Exercices

Approche variationnelles pour les problémes non-linéaires
Régularisation

Exercices

Examen
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Choisir un schéma pour le probleme direct bien posé

Analytique / Eléments finis / Eléments frontieres / Différences
finies / etc.

Résultat du calcul u(D)
Mesures Y

Extraire du calcul les données correspondantes V(D) = O(u(D))

Fonctionnelle d’écart aux mesures :
D eDw— J(D)=F[Y(D)]

Choix d'une norme :

Fonctionnelle habituelle d’écart aux mesures :

DeDw~ J(D)=|Y™-Y(D)|?
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Equations a vérifier (équation d’état etc.)
E(D,u(D))=0

Espace de données restreint D*
Forme des parametres
Discrétisation
Dimension finie
Convexité
Compacité

Minimum de .J sous contrainte :

D' = argmin J(D)
DeD*
Sous contrainte, E(D,u(D)) =0
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D e D*— J(D):

J(D) J(D)
A A
D T T T D
Dy Dig Diq Dy Dy
Difficulté :
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Non existence d'une solution : peu important
Non unicité de la solution : peu important

Non continuité des parametres identifiés

Erreur arbitraitement petite sur les mesures
Erreur arbitrairement gande sur les parametres identifiés

Régler le probleme de non continuité

Transformer le probléme initial

Retrouver un probleme

Compromis en exactitude et

Compromis explicite : parametre de régularisation a € [0, +00[
Probleme : détermination du parameétre de régularisation

Toutes les probléemes inverses
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Principe
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Minimum de J sous contrainte
D' = argmin J(D)
DeD*
Sous contrainte, E(D,u(D)) =0

Minimum de J,, sous contrainte

DY = argmin J,(D) = J(D) +
DeD*
Sous contrainte, F(D,u(D)) =0

a € [0, 400[ : sans dimension
S(D) : propriétés supplémentaires
Compromis entre écart aux mesures et
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Proximité a une ébauche connue Dy
S(D) = ||D - Doll?
Conditions de régularité sur D (D fonction)
S(D) = ||VD|? S(D) = ||VDI[%

ot ||.|| ; est une norme régularisante

a=0:Jy(D) = J(D) : pas de régularisation
a — +00: Jo(D) ~ aS(D) : mesures non prises en compte

D = Dy D = constante
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Role du parameétre de régularisation
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Eviter les différences finis

y=log(x)
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Eviter les différences finis

y=[l/x

i u\“ I |
‘ i
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Eviter les différences finis
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Interpoler pour dériver ?
Développement en série de Fourier de g : = € [z, 2] — g(2)

Mesure y; = g(z;) pour 1 <i < I.

N
2nmwx : 2nmwx
g(x) —A(:L‘—w1)+B+Zancos (m_m) + by, sin (331—561)

n=0

Coefficient de Fourier

_ge)—gl@) 4 = /xl g(z) cos ( s > dz
BBy — 81 T — 21 Jgyg ry — I
_ 2 =z 2
B = g(xl) b, = / g(g;) sin ( WS ) dz
T — 21 Jayg Ty — I

Quadrature rapide : fft
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Interpoler pour dériver ?

2.4

2.2

24
18] y=log(x)+e

1.6

y=log(x)+e-(4x+B)
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Interpoler pour dériver ?

2.4

N
220 y=>q, cos(nmx/L)+b, sin(nmx/L)+Ax+B
2 n=1

1.84

1.6+ y=log(x)+e

y=log(x)+e-(4x+B)

N
—— y=>,a,cos(nmx/L)+b, sin(nmx/L)
n=1

1 2 B 4 5 6 7 8 9 10
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Interpoler pour dériver ?
Développement en série de Fourier de g : = € [x1, z1] — g(2)

Mesure y; = g(z;) pour 1 <i < I.

al 2n 2NTT 2nmx |
03 (25 i (222 ) 0 (252
= ry — I ry — T ry — 1/ |
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Interpoler pour dériver ?
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Mesure y; = g(x;) pour 1 < ¢ < I.

al 2nmx 2nmw
" . :
g'(x) = g [ancos (xl_ml) + by, sin (351—501

Probléme régularisé

1 [
T =5 [ (@)~ o @)’ de+
fa = argmin J,(f)
fect
Dérivation

Ja(f aF Eh) — Ja(f)

(L) h) = lim

)
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Dérivation

Jo(f +€h) — Jo(f) . /xl (f(2) - ¢"(2)) h(z)dz

i
€ 0 +a(xr — :31)2/ f'hdx
1

Condition d’optimalité
Vh e, (JL(f),h) =0

D’ot1 la formulation variationnelle YA € C*

1

/ ) = ) A - ol — ) / Y ) W (@) da =

0
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Intégration par parties : Vh € C?

/x’ (f(2) — ¢"(2)) h(z)da
@ —ar? | [ 1@ e + [ @) @] =0

D’ou
f(@) = aler — 21)*f" () = ¢"(2)
Avec
7 ol 2nmx . 2nmx
g (m):—z [a,mos(xl_ml)+bns1n(m1_x1>]
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Solution

N
2 ~ 2
@) == 3 | fucos ( 22 o Fosin ( 272
"0 Ty — 1 rr — I1
Avec 5
2nm
f = —@ (ml—xl)
- - 2 2nm 2
1 =F Oé(.’]?] — xl) (m)
2
2nm
fn — _bn ($1_$1>

2
1+ afzy —x1)? (%_ﬂ)

Tr—2x1

« atténuation des hautes fréquences : filtre
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— y=-1/x2

1.6+ =0.0001
0=0.001
1.44 a=0.01

1.2-‘|

0.24 S
/——»—tisz'“-\

& i

-0.24
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=0 T gn T Ih
/L
AT =0 Yz €]0,L[x]0,h]
(£): 4 T=0 Vz €10, L] x {0} U {0} x ]0,A[U {L} x ]0, k]
A%ﬁ =™ Vzelo,L]x {h}

T(z,y) = i:lTn sin (%) i (%)
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1.8

1.64 + N=15
@ N=10
1.4 N=5

0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Probleme régularisé

8™ (2)] = i}lso;"ch (77 ) s (77

goL = argmin J, (¢)
pect
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Dérivation

i
Jo@+ b~ 1@ | ¢(w><;o(x)—¢[som(a:)])dw
€ e—0 o 2 ’ " ~ 2dz
oL /0 ¢'(2)7 (z)d

L
/ 8(2)(B(2) — D[ (@))dz + aL? | ¢(2)F (2)dz =0

0

Intégration par parties

L L,
/0 8(2)(@() — B[ (@))dz — aL? | ¢(2)§" (x)dz =0
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Equation régularisée

—aL?3(z) + 3(z) = & [p™ ()]

Avec

Solution

Identification
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1.6

1.44 0=0.001
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Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Identification 34 /49



Ecriture matricielle dans le cas linéaire
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|S

D=Y"

Matrice A mal conditionnée

Fonctionelle régularisée
1 m 2 2
J@) = ]| AD - Y™ +a DI

|D| g = 3D.B.D avec B définie positive

Condition d’optimalité

WD) _y, (fAA+aB).D="

tA.A + aB mieux conditionnée
e e e ol
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Relation linéaire A.D = Y™ (taille p x n)

On consideére
Jo(D) = [I¥™ — AD|* + oD — Dy

Minimisation

8T, 2 -
=0 = Y Ay |Y AyD;—Y™| +a(D; - Doy;) =0

OD i=1 j=1
p
= Z ZAZ,@A”D +aDy, = Z A Y™ + aDy
=1 j=1 7j=1
= (‘4A+oL).D="AY" +oL D,
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Conditionnement initial

)\2
cond (téé) = %

min

Conditionnement corrigé
cond (téé + O‘in)

Amélioration du conditionnement

Dégradation de la précision
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Information supplémentaire sur la précision des mesures

Adaptation de la régularisation aux mesures
Qualité des mesures

L-curve
Etude du comportement de J(D) et S(D)

Mesures parfaites (inconnues) Y™
Mesure réelles )5

Amplitude des erreurs connues || Y™ — Vi*|| < 6
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Principe de sélection de Morozov
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Espace support de la recherche de minimum
Cs={D" €D, |¥5" = Y°(D")|| = 3}
On cherche a résoudre le probléme
Dq = argmin || V§" — Y°(D)||* + aS(D)
DeD

15" = YV(Da)ll = 6

Existance d"un unique « est prouvée dans le cas linéaire
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L-curve
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Etude de o — Jo(Dy) = J(Dy) + aS(Dy,)

D, = argmin ||V — Y¢(D)|*> + aS(D)
DeD

a — J(D,) est localement croissante.

a+— S(D,,) est localement décroissante.
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S(De.)

> J(Dgq)
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=0 T gn T Ih
/L
AT =0 Yz €]0,L[x]0,h]
(£): 4 T=0 Vz €10, L] x {0} U {0} x ]0,A[U {L} x ]0, k]
A%ﬁ =™ Vzelo,L]x {h}

T(z,y) = i:lTn sin (%) i (%)
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Sp*)
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1.1 0=0.001
0=0.004

a=0.1
0.94

0.8+
0.74
0.6
0.5
0.4+
0.3

0.2+

0.1
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