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Culture fondamentale

[0 Concepts de mécanique en grandes déformations
[l Ecriture des comportements
[] Théorie qui sous-tend le calcul numérique
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[0 Procédure d’identification expérimentale
[0 Principaux modéles de comportement
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[0 Invariants du tenseur de Cauchy

L=tr|d L=:(R-tr[C(])

N |

[] Densité massique d’énergie libre
U(e) = V(L L)

[0 Comportement (¢ quelconque)

o 8\1’> t ov t t
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0 Définitions
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O Invariants

J=det[F] |h=tr[C] | L= (F-tr[C

[0 Densité massique d’énergie libre

U(e) = U(h, 1, J)

O Comportement (g = —pl +s)

p= %) | s=2p07 dev (G + T3 ) EE - HF

=Y

[
I
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| Différents essais
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0, (MPa)
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| Balayage de 1’espace I, I, J
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O Transformation

z=2(X,t) =X

O Gradient
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O Contraintes
—p 0 0
g=-pl=| 0 -p 0
0 0 —p
[1 Comportement p
ow
p= —Pom
0 Souvent
V(L Iy, J) = | Viso(J) |+ Vgev (11, I2) 7

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 17/ 84



O Transformation
= Q(X t) )\Xl € + )\()Xz (&) + )\0X3€3

O Gradient

A0 0
1
F= 0 A2 0
= 1 0, (MPa)
0 0 A2
801 x—x Traction simple
+ . Traction equibiaxiale
. 501 o—o Traction plane
[0 Invariants p
L=XN+22"1 [ L=X"2+2) ]
DContr‘ainte:S—ien fonction de A\ o A
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O Transformation

z=9(X, 1) = AX1e; + AXoey + Mo Xze3

O Gradient

A0
F={ 0 A
0 0

O Invariants

_[1 = 2)2 +)\_4 | _Ig =222 4+

0 Contrainte : 5 en fonction de A

F

v
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O Transform

z=Q(X,t) = AXie; + Xoey + Ao Xze3

O Gradient

[

O Invariant

L=XN+A241|h=X+)2+1

ation

I
o o >
o~ o

S

e 9

0, (MPa)

x—x Traction simple
. Traction equibiaxiale
o—o Traction plane

D Contrainte : S_FO en -FonCtion de >\ 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7‘5}L
v
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80

-]2 O\,) —— Traction equibiaxiale
704 —— Traction plane
—— Traction simple
60 V)
] o > . L=+
5o T, =20\ L=N+K%+1
T,=222+¢
40
30
204 71:7\.24-27\-1
| T _A-2
o 12—2 +2A
: (V)
o 10 20 3 4  s0 6 70 80
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O Dans un certain repere . .
P [1 Domaine possible «

A0 0
1>a>— 1
F= 0 X 0 = O = (f“")
0 0 A A7 =lac [—5,1}
O A > x> A7 .
~— O~ — = I Invariants

I = A2 4 A2 4 )72t

A0 0 72 — )\ 2 + 20 + A\2(at1)
F= 0 ¢ 0
- 0 0 )\ (et
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[L3) | Jo=05 0=0

70
60|
50

404 —— Traction equibiaxiale
—— Traction plane
304 —— Traction simple

20- 0=-0.25 0=-0.5

10
L (D)
T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

T =02+2)2%4.2@ D) T =24+ 25 %4920 D
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| Intégration de ¥
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Ol é: ::‘Xﬁh Q@.Ql 4——X__% (§2 Qb.gg 4‘.@3 69.23)
[0 Invariants

L=X4+22"1 [ L=X1"2+2)
0 Section actuelle

S = /dxgdxg =/ Foo Fs3 dX5dX3 = =
S Sb\-v—/‘—v—’

1 1
A2 N2
[0 Contrainte de Cauchy

F F
o1 =45 =Ag

S :O
S S 022 = 033

.\
> TR
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[1 Comportement hyperélastique incrompressible

o =2p [(‘N Ilaq’)FtF—g\I’FtFFtF}er

O D’ou
F

o1l =A5 =

So

(9[1 8[2 2

o U
20 |(3+ (¥ +3) 57) - 5]
P \ar oL BT
o1,

I
SN (AT AT

O Elimination de ¢

0l

Rl
—_— =9
/\So P0

o (2 )8@) L. ov,, _2]
A Moo
a3 e )¢ )= 35 )
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0 On a montré

F ov ov
A= =2 [( +(>\2+ ) >/\—A—1——
S P \ay, VT )
[0 Simplification
F ( ov 8\1!)
— =2p0(1 = A~ + =
5 = 2ol RACT
0 Invariants
L=XM+22"1 [ L=XA"2+2)
[J Dérivation
av 8[1 oV 9L, 0V ( ov
— =2(1 -\~ A— +
d\ O\ 8[1 ) 812 ( ) 06

ov

A

)
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O Trajectoires
_Il = \2 + X1 _IQ = \2 + 2

0 On a montré

F o d¥
S Pan
[l Trés facile a intégrer
*
(A :/ ——=d\
W 1 P05
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OF=X(g,®€e+6®e6)+A 20 e
O Invariants

_Il =2)\2 +)\_4 | _.[2 =222 +)\4

0 Section actuelle

0, (MPa)

“1
20
S = /dxgdxg =/ Fpy F33 dXpdX3 = — ] traction simpte
S SO D >\ — Traction equibiaxiale
by )\_2 504 o—o Traction plane
[0 Contrainte de Cauchy
F _F R
o11=032=—=A5 |033=0 )
S SO ) 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 715
V.
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[1 Comportement hyperélastique incrompressible

ow axy> T }
2 L ptr- ZRRRE +
£= [(611 1oL o= T

J D’ou
o1y = A = [(8—\Il+<2)\2+)\_)a\11>)\2 M’X‘}
s e P
=0=2 [(T 22+ A~ ))\4 il }
033 £0 a1, aF ( - ) (‘3]2 6[2 +c

O Elimination de ¢

F v ov oV
A— =2 K— A%+ A~ ) GE T — >\4—)\_8]
5 =2 81+( n >312 ( )= 55! )
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0 On a montré

S() 8[1 612

[0 Simplification
F ov ov
—=2 )\—)\_5 <T+)\2T>
g = 2l o7, T o3,
0 Invariants

71 =222+ 4 | 72 =222+ M\
[J Dérivation

dv 0L OV 0L, 0V e (8\1/
= T 2T AN =\ —
> onon T onan N \ag,

Ao, [(a;l’ + (222 + 271 ‘L‘I’) (A2 =24 — o
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O Trajectoires
71 =2X2 4+ 24 _IQ =222 4+ )¢

0 On a montré

F 1 d¥
So — 2™an
[l Trés facile a intégrer
A
V() = 2/ ———=dA
¥ 1 P05
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OF=Xe;®e+e®e+Ale®e
0 Invariants

L=XN+X241|hL=X+)2+1

O Section actuelle

[
20
Si= /dwzdxg :/ F22 F33 dX2dX3 = 4+ Oy _(MPa)
s So =~~~ A
Lot = e e
O Contrainte de Cauchy .
F F .
o11=—45=Ag |033=0|02=" . I
S S ) )
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[1 Comportement hyperélastique incrompressible

o =2p [(‘N Ilaq’)FtF—g\I’FtFFtF}er

oL L) = = ,= == =
O D’ou
o= AL =2 {(8—\II+(/\2+A +1) aq])A? MIA‘*}
T 500 P
=0=2 K— M4+ ?4+1 >>\2 —— )\ }
033 PO oL, +( =+ + )812 oL €

O Elimination de ¢

F oV ov ov
A— =2 [(— A4+ 24+1 >)\2—/\_2—T)\4—)\_4]
A Po 81+( + + )812 ( ) 8[2( )
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0 On a montré

F owv ov owv
A =2 [<T+ N4+A241 T> PR ) Py C S R
So F0 o6 ( )312 ( ) 8—’2( :
[0 Simplification
F or oV
g = 20! ez * o3,

[0 Invariants
L=XM4+X2241|L=XN+A2+1
(] Dérivation > _
Av 9L OV 9L 0¥ . (8\1! a\p>
d\  ONOL, O\ 8k ( )311 dl
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O Trajectoires
L=XM4+X24+1|5L=X+)2+1

0 On a montré

F o d¥
S Pan
[l Trés facile a intégrer
*
(A :/ ——=d\
W 1 P05
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80—
.12 (7\) —— Traction equibiaxiale
70 —— Traction plane
—— Traction simple
] F_ d¥
F_ 1d¥ S %o i
> S Po2 di
40
30
F_ 47
20- S 70 d
10-
A4 L)
03 10 20 30 40 50 60 70 80

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

MPM

37/84



80—
] ]2 0\,) 0=0.5 =0
704
o=1
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404 —— Traction equibiaxiale
—— Traction plane
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Ces essais sont, a 1’évidence, insuffisants pour déterminer le
comportement si 1’on ne fait pas d’hypothéses complémentaires.
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[l Formes polynomiales réduites
® N=1 : Néo-Hookéen
® N=3 : Yeoh

O : Arruda-Boyce (1993)

[0 Formes polynomiales
® N=1 : Mooney-Rivlin
O : Van Der Waals

[ Ogden J
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| Formes dépendant du premier invariant
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La dépendance par rapport au deuxieme invariant est trés faible par
rapport a celle du premier
YEOH (1993)
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+—+ Traction equibiaxiale
84 o—o Traction plane

%x—x Traction simple
74
6
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I~y

@ /]
[1 Décomposition

L E=F,F,=[J=Jut]

I~

N
_ — 1

poV (11, I, J) = § Cro (I — 3)]C + E D (Je — 1)%*
=1 =1 "k

[] Module de cisaillement initial : po =2 Cio

0 Module de compressibilité initial : ky= -
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_ - 1
po¥ (11, I, J) = Co (I — 3) + Dr (Ju— 1)

3
- - 1

po¥ (T, T, J) = Cro (T — 3)" + > o (Je = 1)%
k=1 =1k
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[ Physique statistique
[0 VER cubique
[1 8 chaines

O N\,

[ Développement tronqué a 1’ordre 5
élongation de blocage de chaine

5
_ C. /-
po¥ (L, T, J) = o Y Tﬁl) (ij = 3k> +
=1 Am
1 1 11
q_ﬁhz_%‘%_mm 4

Souvent le meilleur modéle de comportement

ko | (Ja—1
E'lﬁ—%g—)'—ln(Jdﬂ
19 519
T 7050 | ° T 673750
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| Formes dépendant des deux invariants
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N

k=1

N

mWGLBwDZZEZ @k@r—$j02—$k+§:

k=1

1

Dy

(Jel = 1)2k

[0 Module de cisaillement initial
[0 Module de compressibilité initial :

_ 2
ko = p;

2 po =2(Cio+ Cor)

= o = = 1
po¥ (I, I, J) = Cio (I — 3) + Co1 (I — 3) + Do (Ju— 1)°

1
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I=(1-p)L + fh,
I—3
=13 —3

élongation de blocage de chaine

O M\,
[0 a : paramétre d’interaction

B € [0,1]

X
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| Formes écrites a 1’aide des élongations principales
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O A1, A2, A3 : élongations principales et szJ_%)\k

N N
_ 2 —_ - — 1
po¥ (1, T, J) = % (AT X"+ 25" =3) + 5 (Ja— D™
=1 "k =i =

N
O Module de cisaillement initial : up=»
k=1

2
[l Module de compressibilité initial : ky= D
1

0O N=2, a1 =2, ag = —2 = Mooney-Rivlin
0 N=1, a3 =2 = Néo-Hookéen
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| Méthode inverse
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[0 Elongations mesurées

0 Forces mesurées : (FZ’.”)

2 (A

7:6{17"' ’

I

0 Paramétres du modele :
0 Invariants calculés :

P=

LT, LOT,

O Traction simple, équibiaxiale, plane /' (P) =

(Py,- -

)

7-Z)PV)
o)

FAT,

P) = poSoZF (A", P)

1
=

-

1

(F* — F5(P

(P))?
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I
P =argmin E(P* (F7* — F( 2
TV (=)
(] Poids : permet de discriminer les mesures.
OE(PY) . o OF(P)
M, 55 > =R
0O Si la relation /' (FP*) est linéaire
N ,
: oL (P)
() j:ZIAijP}k op, A
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0 Minimisation

I N I
SN Ag AgPr=> Ay F
=1 j=1 =1
I N I
A Ay Pr = A F7*
By, ij Big e
O D’ou :

'‘BEF = 'BE;

vie {1,--- I},
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O Autre vision (cas linéaire uniquement) Vie {1,---, I}

BP =

=p

[J Opérateur B : non carré ([ lignes et N colonnes)
[0 Solution approchée :

0 Inversion
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O valeurs propres de ‘BB : (7{>---> 73 >0)
O Valeurs singuliéres de B : (
O Notion de conditionnement

[J Probleme linéaire Bx=y

O Erreur y+y tel que Hg_/EH/Hg_/H =e< 1
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I
[] Dans le pire des cas
Yy
YN 71
0 Conditionnement
[EA ‘ge
= cond (B
jafl ="y
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10 7 8 7
7 5 6 5

A= 5 5 i @ avec cond (4) = 2984
7 5 9 10

A1 = 30.29, Ay = 3.86, A3 = 0.84, A4 = 0.01

32 0.1
y— 23 et y — —0.1
2 33 Ze 0.1
31 —0.1
1 9.2
1 —12.6
z= 1 et z+z = A5
1 —1.1
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O B.P* = F}" ¢ matrice B mal conditionnée
[0 Fonctionelle régularisée

JP) = - |B.P = E7|* + || PII%

[\Dli—‘

O ||P||p = 5P .K.P* avec K définie positive

[0 Condition d’optimalité
9J(F)
orr

=0= ('‘BB+akK).P'='BF)

O té.l=3+ oK mieux conditionnée
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[J Relation linéaire B.P" = I}’ (taille px n)
[0 On considere
Ja(P) = ||y = BP|? + | P = Po|?

O Minimisation

aJ, ¢ -
3_13120 = ZBik ZBz’ij_W + a(Pj— Poj) =0
i—1 =i
zp . J "
= D BaByPj+aPy=) ByY]+aPy,
i=1 j=1 =1

= (‘BB+al).P'= 'BF+al P,
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0O Si la relation /' (P*) est
O Algorithmes de minimisation

I
=" (Fr-F{(P)?
=1
O Algorithmes

® Simplex
[0 Algorithmes

® Quasi-newtonnien

® Gradient conjugué
O ocoo

[0 Calcul
® Etat adjoint
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| Identification a partir de la traction simple
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o, (MPa)
0

60

50 %x—x Traction simple
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6, (MPa)

60
——— Modele Néo-Hookéen

504 —— Modéle de Moonley-Rivlin
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0, (MPa) .91 (MPa)

25
20- 204
154 10
10
04
5 ——— Modeéle Néo-Hookéen
0 -104 —— Modéle de Moonley-Rivlin
——— Modéle Néo-Hookéen
> —— Modéle de Moonley-Rivlin 204
-104
-30-
-15] /1 /1
2 . - - - - - -40. - - - - - - - -
1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5
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0, (MPa)
14
124 Modéle Néo-Hookéen
—— Modéle de Moonley-Rivlin
104
8
6
44
24
0 T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
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o, (MPa)

70
60

— Modele d'Ogden (N=1)
50/ —— Modéle d'Ogden (N=2)

—— Modele d'Ogden (N=3)
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0, (MPa) 0, (MPa)
26 0
24 el
221 Modéle d'Ogden (N=1) 16/ —— Modéle d'Ogden (N=1)
201 Modele d'Ogden (N=2) —— Modele d'Ogden (N=2)
184 —— Modele d'Ogden (N=3) 149 Modele d'Ogden (N=3)
164 124
144
10
12
104 81
84 64
64
44
44
2 21
0 T T T T T 0 T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 45 55 |
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,On (MPa)

60

——— Modele de Yeoh

—— Modele d'Arruda-Boyce
——— Modéele de Van Der Waals

50
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0, (MPa) 0. On (MPa)
26
244 184
229 _____ Modeéle de Yeoh 16] —— Modéle de Yeoh
204 —— Modele d'Arruda-Boyce —— Modeéle d'Arruda-Boyce
18{ —— Modéle de Van Der Waals 144 Modéle de Van Der Waals
16 12
14 10
12
10 e
8| 6
6 al
44
2
21 A
0 T T T T T T 0 T T T T T T T T
1 15 2 25 3 3.5 4 45 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55
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O Peu d’impact de I

0 Identification sur un essai
=

[l Modeles simples
=

0 Attention
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| Identification a partir de tous les essais
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0, (MPa)
()
601  x—x Traction simple
+— Traction equibiaxiale
50+ o—o Traction plane
40
30
20
104
0 T T T T T T T T T T T T T
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 )
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0, (MPa)

70

60

—— Modele Néo-Hookéen
—— Mode¢le de Moonley-Rivlin
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O Peu d’impact de I

O Identification sur tous les essais
—

[0 Valider la procédure
=

O Discriminer :

O Attention :
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