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[0 Culture générale

[0 Concepts fondamentaux pour les matériaux fissurés
[0 Méthodes de calcul

[0 Prévision de la résistance résiduelle

O Durée de vie
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[0 Construction thermodynamique
[0 Notion de singularité mobile
[0 Dissipation en téte de fissure

[0 Notion d’intégrale de contour invariante
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Plan de le séance

Equation locale des bilans

Thermodynamique du processus de déformation

Thermodynamique d’une fissure qui se propage
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| Conservation de la masse
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0 p : masse volumique /

actuelle

M@ = | plsnan

[0 Conservation de la masse

M(1) =

a %p()_c,t)dﬁ—i-/ p(x, 1)v(x,1).n(x,1)dsS = 0

o

[0 Théoréme de la divergence

00 Vrai V

Daniel Weisz-Patrault

(Ecole des Ponts)

domaine dans la configuration

9 ple. 1) + v [o(s, Ou(x. )] ) 42 = 0

9
ot

p(x, 1) + div [p(x, t)v(x, 1)] =

0
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| Dérivée matérielle locale
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[l Le vecteur position X dans la configuration de référence.
O Le vecteur position x(X,7) dans la configuration actuelle.

O Soit g(x,f) une fonction.

. Ox
g()_c,t) = E()—Cﬂ) + (9_3_6()_6, t)E

0 D’ ou
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| Equations de bilan globale

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 10/111



0 Soit G(#) une grandeur attachée a une quantité de matiére.

® Masse
® Quantité de mouvement
® Energie totale

[l On définit les apports Ag
[l On définit la production interne Pg

00 La variation temporelle G en suivant la matiére

GZAG—l-PG

0 Exemple pour la masse M(t)

Ay=Py=0 et M=0
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| Equations de conservation globales
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[l Pas de production

[0 D'ou :

[l Exemple de conservations

® Masse : méme en cas de transport
® Quantité de mouvement : équilibre
® Energie totale : premier principe de la thermodynamique
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| Dérivée matérielle globale
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O Soit G(f) une grandeur attachée a une quantité de matiére.

G@=in@JM@JMQ

[l Dérivation temporelle

0

G(t) -~ Q 8t

[u%<nm+4¢@%uo@w@»w

[0 Théoréme de la divergence

60 = [ (5 Iote. 08000 + 2 o, 5, (. 0)] ) a0
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0 calcul des termes

9 Op ()g
5 ol g ] =g +p s
div[p(x, g Nr(x,1)] = a[g)@vﬂ ¢ g;,.] oy

= gdiv [py] + pVg.y

[0 Rassemblement des termes

0=, | «(G+avinl) +0 (G + ve)
G(t) = /Q, g <8t +div[py] | +p 5 T8y da
0 g

O Finallement

G(r) = / ol Dz, 1)a0

Q
Rupture
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| Equations de bilan locales
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[0 Apport extérieur Ag décomposé
[0 Terme volumique et un terme surfacique

A(;=/ aX;(x,t)dQ—i—/ as.(x,1)dsS
: o
[0 Production interne Pg est généralement volumique
PG:/ PG(&[)dQ
9%

[0 Variation temporelle de G
G:AG+PG

[0 Dérivée matérielle globale
6= [ planite.a0
t
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O D’ ou

[ (60,0 - abtasn) ~ potwn) a2 = [ absnas
Q

oYy

[0 I1 existe Q% tel que

ag:(x, 1) = ag;(x,1).n(x, 1)

[0 Flux extérieurs gé

/ (p(x, )8 (x, 1) — ag(x, 1) — p6(x, 1)) AN = / ag;(x,1).n(x, 1)dS
Q

o

[0 Théoréme de la divergence
/ (p(x,)8(x, 1) — ag(x,1) — po(x, 1) — div [a§(x,1)]) A2 =0
Q
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O Pour tout
|| (pla)gte. ) = s, 0) = ot ) - ctiv (s 1]) a2 = 0

[0 Forme locale de 1'’équation de bilan

p(x, 1)g(x,1) = af(x, 1) + pg (x, 1) + div [ag(x,1)]

[0 Exemple : Dbilan de la quantité de mouvement
* g(x,1) =y(x,1) * ag(x,1) =f(x1)
® 8(x,1) =7(x,7) (accélération) ® af(x,t) =g(x,t) (contrainte)
® pG(x,t) =0 (conservation)

p(x, 1)y(x, 1) = f(x,1) + 04 div [g(x,1)]
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| Rappel du principe des puissances virtuelles
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[l Espace des vitesses généralisées
C={V:(x,t) e Y xRy — V(x,1)}
[l Espace des vitesses virtuelles
C={V:xe—V)}
[l Espace des vitesses rigidifiantes

Cr={Vr:xeQ—Vrtwx, W;eR | Yue M}
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[0 Puissance des efforts extérieurs

/pf.z*d9+/ T.V*ds
Q

o

PVE(V")

0 Puissance des efforts intérieurs

- |

(FV* —
o

IS}

: Z[V*]) daq

0 Puissance des efforts d’accélération

PVA(V™) :/ py-Y*dQ

Q

O Y champ d’accélération réel.

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)
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0 Condition de cohérence

La puissance intérieure d’un mouvement rigide est nulle

VW, eR VweM§ /| PVIVy+wx)=0

[J D’ ou
YV eR? Vwe M§
| (B (vr+wa) - g:w)an =0
O D’ ou
dQ =0

Q
€

F=0 et ./ o
Q[_

[0 Tenseur anti-symmétrique/symétrique

F=0 et geM;
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[l Puisque g est symmétrique on introduit le taux de déformation

1
d' (V') =3 X1+ '¥[v)
[0 Puissance des efforts intérieurs
PVI(K*) :—/ g:a_l*(z*) ds)
Q-

[0 Principe des puissances virtuelles

YV* € C* PVI(V*) + PVE(V*) = PVA(VY)
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| Equation de conservation de 1l'énergie totale
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O Postulat

N

Il existe une énergie totale Er attachée a la matiere.

0 L’énergie totale comprend 1’énergie cinétique E¢

[0 On appelle énergie interne £; la différence entre Ey et E¢

Er = Ec + E;

O Postulat

L’énergie totale se conserve.
La production d’énergie totale est nulle.

Pg, =0
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[l Dérivée matérielle globale
Er =Ec +E; = A,

O L’apport extérieur Ag, comprend la puissance des efforts
extérieurs dans le champ de vitesses réel

Ppxr = PVE(v(x,1))

O La différence entre Ag, et Pgxr est appelée apport de chaleur Q

Ag, = Pexr + 0

O On écrit

Ec+E; = Pexr + 0
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[0 Energie cinétique attaché a la quantité de matieére

Ee) =5 [ pla)uls (. as

Q

[l Dérivée matérielle globale

O Accélération 7y(x,t) = v(x,t) = 8Axt)+-V[] v(x,1)
0 Puissance des efforts d’accélération

PYA) = [ pla (a1 ()00

13
[0 Puissance des efforts d’accélération dans le champ de vitesses
réel Ppcc = PVA(K()_C, t))

Ec = Pacc
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[0 Apports d’énergie totale

Ec + E; = Pexr + Q
[l Dérivée matérielle de 1'énergie cinétique

Ec = Pacc
[l Puissance des efforts intérieurs dans le champ de vitesses
réel P]NTZPVI(E()_C,I))

[0 Principe des puissance virtuelles

Pint + Pexr = Pacc

[0 Bilan d’énergie interne

E; = —-Pnr+0Q

[0 Apports d’énergie interne Q
[0 Production d’énergie interne —Ppr
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[0 Postulat : il existe une densité massique d’énergie interne

EI(I):/ p(x,t)er(x,1)d et El(t):/ p(x,t)er(x,1)dQ

Q Q

[J Puissance des efforts intérieurs

PINT:_/ _Id dQ
Q[_ -

[l Apport de chaleur volumique et surfacique

(1) = /Q r(x, £)df2 — /a oz, 1).n(x, 1)aS

Q;

q

[0 Théoréme de la divergence
00) = [ (rtx.a0 - asv [gGa,n)]) as
Q »
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0 Densité

massique d’énergie interne

Ey(f) = /Q o, £)é1(x, £)d2

0 Puissance des efforts intérieurs

9

PINT:_/ _:d dQ
Q-

[0 Apport de chaleur volumique et surfacique

o) = /Q (r(x,1)a9 — aiv [g(x,1)]) as

[0 Bilan d’énergie interne E1=-—Pm74—Q
[0 Forme locale du bilan d’énergie interne

/Q (Pl e (e 1) = o(x,0) : d(x, 1) = rlx, 1) + div [g(x,0)] ) a2 = 0
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Pl D)ér(x, 1) — olx,1) : d(x, 1) = r(x, 1) + div [g(x,1)] = 0
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| Equation de bilan d'entropie
qu P
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O Postulat

Il existe une grandeur scalaire appelé entropie S.
Elle mesure le “désordre” du systeme de particules.
Nombre d’arrangements microscopiques possibles
correspondant a 1l'’état macroscopique

[0 Bilan d’entropie
S = Ag + Py
[0 Ay apport d’entropie
[0 Py production d’entropie
[0 Postulat

La production d’entropie est positive
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[0 Postulat : il existe une densité massique d’entropie

$0)= [ ps0ss.0a0 e $0= [ pls0ite o

9”
]
[0 Postulat : la production d’entropie est volumique

Psi) = [ psta)ac
Q
[0 Second principe de la thermodynamique

Ps(t) >0

pS()_C7 [) 2 0
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Apport extérieur d’entropie Ag
Apport de chaleur Q
Agitation moléculaire au niveau microscopique

oood

Pour le méme apport de chaleur, 1’augmentation du désordre
sera moindre si le matériau est déja chaud et ses molécules
trés agitées.

Postulat

O

Il existe une température absolue T(x,f)
telle que 1'apport extérieur d’entropie est égal a
1"apport de chaleur divisé par la température absolue

[0 Terme volumique et surfacique

r(x,1) q(x,1).n(x, 1)

T(x,1) © T(x,1)
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[l Apport extérieur d’entropie Ag

As(1) :/9, ;,(()‘;’;))dg—/mwds

[0 Théoréme de la divergence

> rx,r) . [ax1)
a50)= (To_c, O [To_c, t)D o
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[0 Production d’entropie

Ps() = [ psts.on

[0 Apports d’entropie

_ r(x,1) o lalx 1)
As(r) = /Qt (T()_c,t) —div lT()_c,t)]) dQ

O Dérivée matérielle

[0 Bilan d’entropie

S — rix1) iv
/| <p<a_c, 03 1)~ 2+
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O Calcul intermédiaire

awn] _o[%7]

T(,LI) -~ 8Xj

1 Oqj(x,t)  qj(x,1) OT(x,1)
2 (9)Cj

diwv

T(x,t) Ox; T(x,t

0 div {g(«lf T)} q(x,1).VT(x,1)
T T(x1)  T(x,0)?

[0 Forme locale du bilan d’entropie

r(x,r) div [Q(J_ﬂ Z)] q(x,t).VT(x,1)
T(x,1) T(x,1) T(x,1)?
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| Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
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[l Forme locale du bilan d’énergie interne
px,er(x, 1) — g(x,1) : dx, 1) — r(x.1) + div [gx, 1)] =0

[0 Forme locale du bilan d’entropie

) | 9iv]an)] g 0).VT(1)
2

p(x, 1)s(x,1) — ———= + =

T(x,1) T(x,t) T(x,1) —ps(x,1) =0

O Elimination de r(x,f) trés difficile & connaitre

q. VT _

1d— (e —T5) - L = Tps

IS
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[l Définition de la densité massique d’énergie libre
U(x, 1) = er(x,t) — T(x,1)s(x, )
[l Dérivée matérielle

U(x,t) = ér(x, 1) — T(x,1)s(x, 1) — T(x,1)5(x,1)

[l Combinaison des bilans d’énergie interne et d’entropie

q-NT

o:d—ple—T5) ~ L5 = pg
O possible
. . q.NT
g::——p(W-+YE)—-=7r—::ﬁn
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[l La production d’entropie ps >0 caractérise 1'irréversibilité du
processus

[0 Tps homogéne a une puissance appelée puissance dissipée

volumique
D(-&: t) — T()_C7 I)PS(?_Q t)
Il possible
. . q NT
d—p(V+Ts)—=——=D
gid=p(¥+Ts) - =5
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0 Transformation
x=®(X,1)

0 Gradient de la transformation

F=Y, [®(X.0)]
OJ Variation de volume o
J = det Bﬂ ::Bgﬁzl
p(x, 1)

O po masse volumique dans la configuration de référence
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O Expression du gradient de la vitesse v(x,t) = (@ !(x,1),1)

V [v(x )]

0 Taux de déformation

[0 Terme élastique

[1Q
[ISH

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

1™ [1<]

|k
~~
5
/:
1=
-~
\'\/
~
—,

B
[P<
<1

ka

Hﬁ
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[0 Tenseur de déformation de Green-Lagrange

I
A= ('EE-D)

[0 Taux de déformation de Green-Lagrange

A= ('EE+ 'EE)= 'EdF

0 Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

gz.]g—l Ig—l

I

[0 On obtient les termes d’énergie élastique massiques
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[0 Ecriture de 1’'équation des bilan dans la configuration de

référence
- .. q.NT
JE gid—p (U4 Ts) - =) .1 = JTps
= = = T =
[0 Calcul
g:d=trgdl=tr|g 'E™ 'Ed]=g 'E7': 'Ed
[0 D'ou
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[0 Second principe de la thermodynamique
Tps =D >0

[l Inegalité de Clausius Duhem

g:d- (\P+Ts)—g—p>0
E.: p - T -
DI DT
[0 Dy : dissipation intrinseque
0 Dy : dissipation thermique

[0 Dans la configuration de référence

E:é—ﬂo(\i/JrTs)_M

>
T >0
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| Singularité mobile
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[l L’égalite suivante est-elle toujours vraie ?

—/fut /c’h‘ut

O Soit a:t€]0,1[+— a(t) €]0,1].

[0 Notion de singularité mobile

da /! L —d()
a/0 In (Ju — a(t)]) du /0 u——a(t)du

[l Calcul avec singularité mobile.

a(r)—e 1
G(t) = /0 In (a(t) — ) du + / o, Il a)an
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€ 1—a(t)
G.(t) = —/(t) ln(x)d.x+/ In (x) dx

[l D'ou
G(t)=(1—a(®)In(1 —a(t)) + a(t) In(a(z)) — 1 — 2¢[ln(e) — 1]

O Limite € =0

G(t) — (1—a(t))In (1 —a(t)) + a(t) In(a(r)) — 1 = G(¢)

e—0

O Dérivation

Gl(t) = —d(1)ln(l . ;z(t)) +d'() In(a(®))
. a(t
— (mn(l —a(t)>

O G.(t) converge uniformément sur chaque compact
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Si Gdﬂeza(ﬂﬂ et G.L(t) converge uniformément alors

G'(t) existe et
G.(t) — G'(1)
e—0

O Par ailleurs on a

/a(t)e —a’(t) /1 —a'(t)
du + du
0 u— a(t) a(t)+e U — a(t)

= —d/(1) €] — In(a(1)) + In(1 — a(r)) — Inke]]

—d()In < 1 f(; )(t))
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[l Autre exemple avec singularité mobile

i 1 1 y 1 a’(l‘) )
dt/o u—a(t)d /0 (u—a(f))zd

[0 Calcul avec singularité mobile.

G ( ) /a(t)—e 1 /1 1
(t) = du + ——du
0 u— a(t) a(t)+e U — a(t)

= [Inte] — In(a(1)) + In(1 — a(1)) — Infe]]

- <1 i(;)(r)) Y

d'(1)
a(r)(1 = a(1))
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0 Dérivation
G(1) = —



O Ge(t) o G(t) et G.(t) converge uniformément, donc

d L | y— a (1)
dt/o i—a T T —a@)

0 Par contre

A (oL
/O(u—a(t))zd” . (’)(e a) e 1—a(t)>
a'(r) +2a’(t)
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[l Avec singularités mobiles

G(t) = /Q g(x,1)dQ

60 # [ grewnan+ [ gnusnawas

0 Solution

® Traitement en isolant la singularité
® Parametre €
® Utilisation du théoréme des limites des dérivées
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| Point mobile dans la configuration de référence
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[] Vitesse dans la configuration

actuelle
X Succession)de points V([) _ E(l‘)
matériels
du temps
OO(Fy(1),1 :
- % + ¥, [D(Eo(1),1)] Eo(r)
0P (F,(1),t
AU % + ¥y [2(Eo (1), 1)] Vo(0)
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

Levres libres de contrainte

[0l Vitesse dans la configuration actuelle

+ 1))V (1)

-
NV
( slnemlies n Bl ZX[CIZ'(XJ)} singulier en Fy(1)
Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 61/111
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

D(X.0)

[l On pose :

O on a
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

DX1)

0 On dérive
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O F.(f) est U.C sur chaque compact donc V(f) = F(f) existe et

Daniel Weisz-Patrault

Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

D(X.0)

V() =1lim

e—0

OP(Fy(1) +¢,1)
t

+V

=X

[2(Fo(1) + € 1)] V(1)

(Ecole des Ponts)
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O Champs singuliers en X = Fy(t)

v(X,1) = B ) et F(X,1)= ZL( [@(X,1)]
O Limite O(F ;
V() = %551 —(_Ogg teh) + Y, [B(Ey(1) + € 1)] .Vo(r)

O Champ régulier en X = Fy(t)

0P(X, 1)

V(X 1)+ B, 0)-Yolt) = =5

+ Y, [9(X,0)] Vo(0)
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| Equation de conservation de 1'énergie totale
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[l Bilan d’énergie totale
E;+Ec = Pexr + 0

[l Expressions dans la configuration actuelle

E/(1) = / e, er(x, ) / Eclr) = 5 /Q ol Du(x, £)v(x, 1)A0

Q

[l Expressions des dérivées a déterminer

) = / p(x,0)er(x,1)  dAQ [/ Eetd) = %/Q f)()_c, Hv(x,1).(x, tz a2

Singularités mobiles Singularités mobiles
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[l Bilan d’énergie totale
E;+Ec = Pexr + 0

[0 Expressions dans la configuration de référence

Bi) = | w000 / Ecl) =5 [ mX)st 0 0a0

[0 Expressions des dérivées a déterminer

] = /Q poX)er(X,1)  AQ ) Eetd) = % /Q po(X)p(X, 1) y(X, 1) df2

Singularités mobiles Singularités mobiles

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 68 /111



[l On travaille dans la configuration de référence

Points mobiles dans configuration de référence : 'extrémité de la fissure

B, Ensemble de particules de DX.0)
matiere dans la boule de rayon ¢ —

B, Boule mobile de rayon &
se déplacant a la vitesse ¥ () =

Q;=0,- B, Solide

(3 n 5 .
D=9~ B, Domaine thermodynamique ouvert

O On travaille sur D§j puis sur €
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O €}f domaine fermé indépendant du temps
6= [ mpx a0
0

O Dj domaine ouvert mobile

G(r) = /D :
G(r) = /D

O N(X,t) normale sortante de Ee donc rentrante pour Dj

[ B. est la seule partie de Dj a avoir une vitesse

PROKENR+ [ (L OVo(0) MK, e

PR DR~ [ (08X, V(1) MK, 1)

o 9B
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0 Processus limite dans Dg domaine ouvert mobile

JD5
Ej (1)
Ee() = 1in [ po(X)o(X. 030X, a0
e—0 D(e)
EC(1)
[0 Si on a convergence uniforme de
Ef(r) = d—/ po(X)er (X, 1)dS2 Ej(f) = 1im ES(r)
D(€) = e—0

Ee0 = 5 [ m0u X nan Ec(r) = Tim EE(1)
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0 Définition de la convergence uniforme de f.(t) vers f(¢)
Va >0, Jeq, V>0, Ve<eqn=|fe(t) —f(1)] < @

[0 Condition de Cauchy pour la convergence uniforme

Va >0, de,, Ve >0, Ve, >0, Vi >0
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O On a
D, — D, = B, — B,

[0 Soit a>0, ¢ >0 et ¢ >0

: : d

BEO-E6 =5 [ e
€ Pq

po(X)ér (X, 1)af + / po(X)er (X, 1)Vo(t) N(X. 1)dSo

52_§61 8(§52_§51)

_ / (Po(X)er (X, 1) + div [poX)er (X, 1)V o(0)]) A2

(Po(X)er(X, 1) + Yy [o(X)er (X, £)] Vo(r)) a2
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[l Régime permanent

er(X,1) = po(X)er(X, 1) = er(X — Fo (1))

0 D’ ou

é[(X, i = —ZX [EI()_( - Eo(t))] -Ko(t)

0 Dans ces conditions
po(X)eér(X,t) + Vy [po(X)er (X, 1)] . Vo(t) = 0=

[0 En régime quasi-permanent

E; (1)~ Ef(1) =0

po(X)er(X, 1) + Vy [po(X)er(X, 1)] .Vo(1) = régulier

Ej' (1) = EpP(1) > 0

O
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0 On a donc

d

a Ep() €]deQ—)E[()

d 0

— po(X)v(X, ()_(t)dQ—)E(()
T ar DS

O Df) domaine ouvert mobile

B0 = [ @i

_/3§ po(X)er (X, 1)V(1).N(X, 1)dSo

Ee) = [ m@xnt 0t a0
1 0

5 | 000 V() VXK. 1Sy

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

Rupture

75/111



U Sur Dj le bilan d’énergie total est

E] +l:C =1im
e—0

€
0

_/afe

[ it
D,

Daniel Weisz-Patrault
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] sur Qg on a
E{(1) = / poX)er(X, 1)d9
Q5
1
EE0 =5 [ mlOuE DX Na0
93

[0 Dérivation sur Qg domaine fixe sans singularité mobile

B = [ w0t o0
E60) = [ (x4 na0

0

[l Ne converge plus uniformément car il n’y a plus les termes de
surface
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O Dj est ouvert : apport d’énergie du au transfert de masse
Ef (1) + E¢ (1) = Pgxr + Q° + Apport
O Qf est fermé : conserve sa masse

Ej(r) + E¢(r) = Pixr + O°
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[0 Force élémentaire de surface dans la configuration actuelle
df = g.ndS

[l Force élémentaire de surface dans la configuration de
référence
dj:o = E.MdSO
[0 On peut démontrer que :
ndS =J 'F~'.NdS,
[l Définition du gradient et transport des vecteurs élémentaires

F.dX = dg_c:>£.d]:0 =df

0 Tenseur de Piola—-Kirchoff

1=

=JF 'g. 'F!
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[l Différents tenseurs de contrainte représentant la force
élémentaire de surface dans la configuration actuelle

B.NdASy = g.ndS = df

[0 Tenseur de Boussinesqg

s~

:ng.t

I
I
I
[I=

[l Puissance des efforts extérieurs apportée a la boule B.

P = / o(x,t).n(x,t).v(x,1)dS
OB

!
@

= / B(X, 1).N(X, 1).v(X, 1)dS
OB.
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O On a

[l Chaleur surfacique

Daniel Weisz-Patrault

0’

(Ecole des Ponts)

ndS =J 'F~'.NdS,

apportée a la boule B,

= / q(x,1).n(x,1)dS
B

_ / Jq(X,1). "E7N (X, 1).N(X, 1)dS
005 =

— / JE~\ X, 1).q(X, 1) .N(X, 1)dSo
OB N —— -

q,(X,1)
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[0 Simplifications

Pas de forces de volume

Levres de la fissure sont libres de contraintes
Pas d’apports volumique de chaleur

Levres de la fissure n’échangent pas de chaleur

O Apports d’énergie au solide ()

%HIHM—/‘ﬂ&ﬂﬂ@ﬁﬂ&ﬂﬁo
OB

0 =0+ [ q,%.0N(X 1S
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[0 Bilan d’énergie totale sur la structure fissurée ()
Ei(t) + Ec(t) = Pexr + Q
0 Bilan d’énergie totale sur ()
Ej(t) + EG(1) = Pixr + O
[0 Dérivées sur ()
Emzéﬂﬂmwmaﬂ%mzépmwameMQ

€
0 0

[0 On vient de montrer que

0=0"— [ q,X 1N 1)dS,

Pexr = Pgxr + / B(X,1).N(X,1).v(X,1)dSo
- OB

OB.
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[l On déduit que Ve

Pexr+ 0 =P + 0+ | NX,1). ( 'BX,1).v(X,1) — q,(X,1)) dSp
OB¢

0 Finallement Ve

E](f) -{-EC(Z‘) = /

P00+ [ o)t 15X, )0
Q

5 %
+ [ N (B, 1)u(X, 1) — g, (X, 1)) dSo
OB, - -

[l En prenant la limite on a

po(X) [er(X, 1) + v(X,1).y(X, 1)] A0
E[ 4F EC =1lim %
S i N(X,1). ( 'B(X,1)-v(X,1) — q,(X, 1)) dSo
Be
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O Sur Dfj le bilan d’énergie total est

po(X) [er(X, 1) + v(X, 1).7(X, 1)] A

dEDIED] oy vgasy

Dg

[ N e+
OB
O Sur Qf le bilan d’énergie total est

E[ aF E(‘ =1im
e—0

I<

- po(X) [e1(X, 1) + (X, 1) (X, )] 49
E/ aF EC =1im %
e—0 t
[ N0 (B ) - g, X.D) 3S)
OB,
O On identifie 9B. et OB.

. V.
llm/mseM [ ’é.g—go—i- (eI—l— 7) POK()} dSy =0

e—0
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O Champ régulier en X = F,(t)
E(Xa t) + g(}_(a t)'KO(t)
[J] Donc

Tk / (v(X, 1) + E(X, ).V, (1)) dSo = 0
OB

e—0

O Oon a au final

lim/ ,NAS) = Lim [/ N. [— 'B.F + po (e, + 2)] dSo}
e—0 83 e—0 8Be - 2
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| Equation de bilan d’'entropie
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[0 Bilan d’entropie
S =As+ Pg

[l Expressions dans la configuration actuelle
() = [ pla. st a0
Q

[l Expressions des dérivées a déterminer

3 = /Q p(x,0)$(x, 1)  dQ

Singularités mobiles
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[0 Bilan d’entropie
S =As+ Pg

[l Expressions dans la configuration de référence
50) = [ ms(,fas
Qo

[0 Expressions des dérivées a déterminer

M- [ pwiks

0
Singularités mobiles
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[l On travaille dans la configuration de référence

Points mobiles dans configuration de référence : 'extrémité de la fissure

B, Ensemble de particules de DX.0)
matiere dans la boule de rayon ¢ —

B, Boule mobile de rayon &
se déplacant a la vitesse ¥ () =

Q;=0,- B, Solide

(3 n 5 .
D=9~ B, Domaine thermodynamique ouvert

O On travaille sur D§j puis sur €
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O €}f domaine fermé indépendant du temps

G(r) = /Q PoX)i(X, 1)a0

€
0

O Dj domaine ouvert mobile

G(r) = /D

(X,7) normale sortante de B. donc rentrante pour D§

RN~ [ ()L, V(o) MK )
O N
O B

c est la seule partie de Dj a avoir une vitesse
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[0 Processus limite dans Dj domaine ouvert mobile

S(t) = Lim /D po(X)s(X, 1)

e—0 €
0

§¢(1)
[0 On a convergence uniforme de
ot

50 = 5 | m0sz.nan

[0 Donc d
S(1) = 1im 8¢(r) = 1im — [ po(X)s(X,1)dQ

e—0 e—0 dt 155
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O Dj domaine ouvert mobile

J Donc

Daniel Weisz-Patrault

§() = /D po(X)3(X, 1)
= /8  MOOSCEL V(1) V(X 1Sy

$(r) = 1lim UD po(X)$(X, 1)df2

e—0 €
0

~ po(X)s(X, 1)V (r).N(X, 1)dSo

(Ecole des Ponts) Rupture
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] Sur Qg on a
v@=/m@M&wn
Q

€
0

[0 Dérivation sur ()j domaine fixe sans singularité mobile

#mzém@w&MQ

€
0
[l Ne converge plus uniformément car il n’'y a pas les termes de
surface
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[0 Simplifications

® Pas de forces de volume

® Levres de la fissure sont libres de contraintes

® Pas d’'apports volumique de chaleur

® Tevres de la fissure n’échangent pas de chaleur
[l On a

ndS =J 'F~'.NdS,
[l Apport d’entropie dans la boule B,

_/ q(x,1) nx,1)dS = _/ 2,X,1) N(X,1)dSo
9 OB

B! T()_Cv t) € T()—(7 t)

[0 Apport d’entropie dans ()

A=A +/ 9%, 1) N(X,1)dS
— v . e\Ay 0
S > OB T(Ka t)
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| Production d'entropie a 1'extrémité d'une fissure
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[0 Bilan d’entropie sur
S =Ags+ Pgs

[0 Bilan d’entropie sur (J

S = A5+ P§

[0 Apport d’entropie dans ()

X,
A§—A5=/ &0 vix naso
OB, T(Xv t)

[0 Production d’entropie dans la boule

Ps—P§ =S — 8¢+ A§ — Ag
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[l Production d’entropie dans la boule

Pg — P§ —S—S€+/ MN(X 1)dS.
S S — aET(X,t)'777 0
0 Dans Dj
$() =1lim [ / po(X)3(X, 1)df
e—0 DS
- /8 ~ o(X)s(X, )V (1)-N(X, 1)dSp
Be
[0 Dans €

5(1) = / (5K, a0

0
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[l Production d’entropie en téte de fissure

1i Pg— PS5l =113 O$0X7)dN)
Lip [Ps - P5l = Lin [ ’
~ [ s Vol N D
B¢
—
7]

q,(X;1)
+/636 Ty L& ”d&)l
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[l Production d’entropie en téte de fissure

Pl = 1im [Ps — P§]

e—0

[l Une fissure qui progresse est une source d’entropie

P = 1im [ /a (g"(}_(’ ) po(X)s(X, z)Zo(t)) N(X, r)dSo]

e—0 T()_(, t)

0 si la température en téte de fissure T(Fy(f),t) est bornée

pliss e UﬁBe (ﬂo(‘)—(7 1) = po(X)T (X, 1)s(X, t)ZO(f)) N(X, t)dSo}
s = T(Fo(t), 1)
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[l Inégalité de Clausius Duhem
P = 1im [Ps — P§] >0
e—0
[0 Puissance dissipée en téte de fissure
D™ = T(Fy(1),1) Pl

O D’ ou

D = 1i | [ (gy(0) = mOTE 5K NVo(1)) N, 5o

€
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[0 Puissance dissipée

DR = 1in | /8 Gy N — polX)T(X, 150X, 1)V (1) NS

e—0 B —

O Source de chaleur

lim/ q.,.NdSp = 1im {/ N.
e—0 835 =0 e—0 836

[l Energie libre

>
|
IS
I~
+
—
+
1<
I<
N———
O,
i
<<
(=]

U(X,1) = e(X, 1) = T(X, 1)s(X, 1)

[0 Puissance dissipée en téte de fissure

e—0

D — 1im [/ N. [— 'B.F + po (qf + ”)] dSO} Vo
OB -

€
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[l Puissance dissipée en téte de fissure

1™
4
s
o
—
K
4
<
<
~—
0,
Ii
5
S
=

DS — 1im {/aBelj. [— 'B.

e—0
N

0 Finallement on écrit
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| Intégrale invariante en hyperélasticité
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[0 Hypothéses
® Hyperélasticité : energie libre volumique

U (AX, 1) = p(X)¥(X,1)

® Quasi-statique
® Tevres de la fissure libres de contraintes
® Vitesse V,(tf) colinéaire a ¢

[0 Résultat a démontrer pour tout contour fermé I9C
g(t).gl = [/ N. [pO\I/ = IEQ dS():| =0
=3 e =
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[0 Premier terme

N. (po®) .;dS) — /8 T(AX, 1)V (X, 1)dSo

daq)
dX;

_ / dV(A(X, 1))
n ©

oA T ox

N / OU(AX,1) DAX,1) 40
C
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O Premier terme

OU(A(X,1)) OAX,1)
N. (po¥ .gdS():/ = — i ————dQ
e ( ) 1 C 8é 8X1
[l Hyperélasticité : contrainte de Piola-Kirchhoff
MWAX.))
0A S
O Déformation de Green-Lagrange A =1/2( ‘E.F —1I)
OAX,t) 1[0 'F . OF
0X, 2\ 0X; = = 0Xi

0 D’ ou

N.(po¥).e;dSo = [ IL: ’Fang
Ac_. £0 .Ql 0_/;_' =8_)(1
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[] Second terme / ]j.( ’l_i’E) .e1dSo :/ gl.( tE.Q) .NdSy
oC - oc -

O or ¢, =(a4); avec ay=1 et ap=az3 =0

. . . 0P; . [0
div [gl. gg =div a,-a—Xi.Bjk =div X, Bjk =

) <a<1> > L 9(By) 9%

*ox, \OX; X, OXy
) 0P
= ‘B :-V[®]+div(B|.
~—~— 0X, —— \_\,[__l X,
1o 'F r 0
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[0 Premier terme

N.(po¥U).e;dSo= [ II: 'F. a0
/8C_(Po)f_31 0 /c: £ ox,

[0 Second terme

o N, .e o o
ocC ! ‘ @ 6‘(1

[0 Résultat : pour tout contour fermé OC

g(1).¢; = [[)Cu. [p0¥ — 'BF] dgo] =0
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O Contour fermé 9C = AA'|JICiy |JB'BJ (—9C.x)

[ N. [po¥ — 'B.F] dSO} =0
ac »

[0 sur AA’ et BB’

N=0 ¢ +Neyet BN=0
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[0 Dans une structure fissurée

intégrale indépendante du

contour dans la zone élastique

[0 On peut retirer la limite dans 1’expression de g€

Daniel Weisz-Patrault

J

é)(lnt

acexl

N. [po¥ — 'B.E] dSo} :

N.[po¥ — 'B.F] dSo] :

)

)

N.|= BE+po (T+5)] dSo} e
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