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Objectifs généraux

□ Culture générale

□ Concepts fondamentaux pour les matériaux fissurés

□ Méthodes de calcul

□ Prévision de la résistance résiduelle

□ Durée de vie
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Objectifs de le séance

□ Construction thermodynamique

□ Notion de singularité mobile

□ Dissipation en tête de fissure

□ Notion d’intégrale de contour invariante
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Plan de le séance

1 Équation locale des bilans

2 Thermodynamique du processus de déformation

3 Thermodynamique d’une fissure qui se propage
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Conservation de la masse
□ ρ : masse volumique / Ωt : domaine dans la configuration

actuelle

M(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)dΩ

□ Conservation de la masse

Ṁ(t) =
∫
Ωt

∂

∂t
ρ(x, t)dΩ+

∫
∂Ωt

ρ(x, t)v(x, t).n(x, t)dS = 0

□ Théorème de la divergence

Ṁ(t) =
∫
Ωt

Å
∂

∂t
ρ(x, t) + div [ρ(x, t)v(x, t)]

ã
dΩ = 0

□ Vrai ∀ Ωt : conservation locale de la masse

∂

∂t
ρ(x, t) + div [ρ(x, t)v(x, t)] = 0
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Dérivée matérielle locale

□ Le vecteur position X dans la configuration de référence.

□ Le vecteur position x (X, t) dans la configuration actuelle.

□ Soit g(x, t) une fonction.

ġ(x, t) =
∂g
∂t

(x, t) +
∂g
∂x

(x, t).
∂x
∂t

□ D’où :

ġ(x, t) =
∂g
∂t

(x, t) +∇g(x, t).v(x, t)
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Équations de bilan globale
□ Soit G(t) une grandeur attachée à une quantité de matière.

• Masse
• Quantité de mouvement
• Energie totale

□ On définit les apports AG

□ On définit la production interne PG

□ La variation temporelle Ġ en suivant la matière :

Ġ = AG + PG

□ Exemple pour la masse M(t) :

AM = PM = 0 et Ṁ = 0
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Équations de conservation globales

□ Pas de production
PG = 0

□ D’où :
Ġ = AG +��ZZPG

□ Exemple de conservations
• Masse : même en cas de transport
• Quantité de mouvement : équilibre
• Energie totale : premier principe de la thermodynamique
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Dérivée matérielle globale

□ Soit G(t) une grandeur attachée à une quantité de matière.

G(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)g(x, t)dΩ

□ Dérivation temporelle

Ġ(t) =
∫
Ωt

∂

∂t
[ρ(x, t)g(x, t)]dΩ+

∫
∂Ωt

ρ(x, t)g(x, t)v(x, t).n(x, t)dS

□ Théorème de la divergence

Ġ(t) =
∫
Ωt

Å
∂

∂t
[ρ(x, t)g(x, t)] + div [ρ(x, t)g(x, t)v(x, t)]

ã
dΩ
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Dérivée matérielle globale
□ Calcul des termes

∂

∂t
[ρ(x, t)g(x, t)] = g

∂ρ

∂t
+ ρ

∂g
∂t

div [ρ(x, t)g(x, t)v(x, t)] =
∂ [gρvj]

∂xj
= g

∂ [ρvj]

∂xj
+

∂g
∂xj

ρvj

= gdiv [ρv] + ρ∇g.v
□ Rassemblement des termes

Ġ(t) =
∫
Ωt

à
g
Å
∂ρ

∂t
+ div [ρv]

ã
︸ ︷︷ ︸

0

+ρ

Å
∂g
∂t

+∇g.v
ã

︸ ︷︷ ︸
ġ

í
dΩ

□ Finallement

Ġ(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ġ(x, t)dΩ
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Équations de bilan locales
□ Apport extérieur AG décomposé
□ Terme volumique et un terme surfacique

AG =

∫
Ωt

aV
G(x, t)dΩ+

∫
∂Ωt

aS
G(x, t)dS

□ Production interne PG est généralement volumique

PG =

∫
Ωt

pG(x, t)dΩ

□ Variation temporelle de G

Ġ = AG + PG

□ Dérivée matérielle globale

Ġ(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ġ(x, t)dΩ
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Équations de bilan locales

□ D’où ∫
Ωt

(
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)
)

dΩ =

∫
∂Ωt

aS
G(x, t)dS

□ Il existe aS
G tel que

aS
G(x, t) = aS

G(x, t).n(x, t)

□ Flux extérieurs aS
G∫

Ωt

(
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)
)

dΩ =

∫
∂Ωt

aS
G(x, t).n(x, t)dS

□ Théorème de la divergence∫
Ωt

(
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)− div
[
aS

G(x, t)
])

dΩ = 0
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Équations de bilan locales

□ Pour tout Ωt :∫
Ωt

(
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)− div
[
aS

G(x, t)
])

dΩ = 0

□ Forme locale de l’équation de bilan

ρ(x, t)ġ(x, t) = aV
G(x, t) + pG(x, t) + div

[
aS

G(x, t)
]

□ Exemple : bilan de la quantité de mouvement

• g(x, t) ≡ v(x, t)
• ġ(x, t) ≡ γ(x, t) (accélération)

• aV
G(x, t) ≡ f (x, t)

• aS
G(x, t) ≡ σ(x, t) (contrainte)

• pG(x, t) = 0 (conservation)

ρ(x, t)γ(x, t) = f (x, t) + 0 + div
[
σ(x, t)

]
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Rappel du principe des puissances virtuelles

□ Espace des vitesses généralisées

C = {V : (x, t) ∈ Ωt × R+ 7→ V(x, t)}

□ Espace des vitesses virtuelles

C∗ = {V∗ : x ∈ Ωt 7→ V∗(x)}

□ Espace des vitesses rigidifiantes

C∗
R =
¶

V∗
R : x ∈ Ωt 7→ VT + ω.x, ∀VT ∈ R3 / ∀ω ∈ Mas

3

©
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Rappel du principe des puissances virtuelles

□ Puissance des efforts extérieurs

PVE(V∗) =

∫
Ωt

ρf .V∗dΩ+

∫
∂Ωt

T .V∗dS

□ Puissance des efforts intérieurs

PVI(V∗) =

∫
Ωt

(
F.V∗ − σ : ∇ [V∗]

)
dΩ

□ Puissance des efforts d’accélération

PVA(V∗) =

∫
Ωt

ργ.V∗dΩ

□ γ champ d’accélération réel.
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Rappel du principe des puissances virtuelles
□ Condition de cohérence

La puissance intérieure d’un mouvement rigide est nulle

∀VT ∈ R3 ∀ω ∈ Mas
3 / PVI(VT + ω.x) = 0

□ D’où
∀VT ∈ R3 ∀ω ∈ Mas

3∫
Ωt

(
F.

(
VT + ω.x

)
− σ : ω

)
dΩ = 0

□ D’où

F = 0 et
∫
Ωt

σ : ωdΩ = 0

□ Tenseur anti-symmétrique/symétrique

F = 0 et σ ∈ Ms
3
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Rappel du principe des puissances virtuelles

□ Puisque σ est symmétrique on introduit le taux de déformation

d∗(V∗) =
1
2
(
∇ [V∗] + t∇ [V∗]

)
□ Puissance des efforts intérieurs

PVI(V∗) = −
∫
Ωt

σ : d∗(V∗) dΩ

□ Principe des puissances virtuelles

∀V∗ ∈ C∗ PVI(V∗) + PVE(V∗) = PVA(V∗)
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Postulat

Il existe une énergie totale ET attachée à la matière.

□ L’énergie totale comprend l’énergie cinétique EC

□ On appelle énergie interne EI la différence entre ET et EC :

ET = EC + EI

□ Postulat : Premier principe de la thermodynamique

L’énergie totale se conserve.
La production d’énergie totale est nulle.

PET = 0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Dérivée matérielle globale

ĖT = ĖC + ĖI = AET

□ L’apport extérieur AET comprend la puissance des efforts
extérieurs dans le champ de vitesses réel

PEXT = PVE(v(x, t))

□ La différence entre AET et PEXT est appelée apport de chaleur Q

AET = PEXT + Q

□ On écrit

ĖC + ĖI = PEXT + Q
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Energie cinétique attaché à la quantité de matière

EC(t) =
1
2

∫
Ωt

ρ(x, t)v(x, t).v(x, t)dΩ

□ Dérivée matérielle globale

ĖC(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)γ(x, t).v(x, t)dΩ

□ Accélération γ(x, t) = v̇(x, t) = ∂v
∂t (x, t) +∇ [v] .v(x, t)

□ Puissance des efforts d’accélération

PVA(V∗) =

∫
Ωt

ρ(x, t)γ(x, t).V∗(x)dΩ

□ Puissance des efforts d’accélération dans le champ de vitesses
réel PACC = PVA(v(x, t))

ĖC = PACC
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Apports d’énergie totale

ĖC + ĖI = PEXT + Q

□ Dérivée matérielle de l’énergie cinétique

ĖC = PACC

□ Puissance des efforts intérieurs dans le champ de vitesses
réel PINT = PVI(v(x, t))

□ Principe des puissance virtuelles

PINT + PEXT = PACC

□ Bilan d’énergie interne

ĖI = −PINT + Q

□ Apports d’énergie interne Q
□ Production d’énergie interne −PINT
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Postulat : il existe une densité massique d’énergie interne

EI(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)eI(x, t)dΩ et ĖI(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ėI(x, t)dΩ

□ Puissance des efforts intérieurs

PINT = −
∫
Ωt

σ : d dΩ

□ Apport de chaleur volumique et surfacique

Q(t) =
∫
Ωt

r(x, t)dΩ−
∫
∂Ωt

q(x, t).n(x, t)dS

□ Théorème de la divergence

Q(t) =
∫
Ωt

Ä
r(x, t)dΩ− div

î
q(x, t)

óä
dS
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Densité massique d’énergie interne

ĖI(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ėI(x, t)dΩ

□ Puissance des efforts intérieurs

PINT = −
∫
Ωt

σ : d dΩ

□ Apport de chaleur volumique et surfacique

Q(t) =
∫
Ωt

Ä
r(x, t)dΩ− div

î
q(x, t)

óä
dS

□ Bilan d’énergie interne ĖI = −PINT + Q
□ Forme locale du bilan d’énergie interne∫

Ωt

Ä
ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div

î
q(x, t)

óä
dΩ = 0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Forme locale du premier principe de la thermodynamique

ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div
î
q(x, t)

ó
= 0
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Équation de bilan d’entropie
□ Postulat

Il existe une grandeur scalaire appelé entropie S.
Elle mesure le “désordre” du système de particules.

Nombre d’arrangements microscopiques possibles
correspondant à l’état macroscopique

□ Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

□ AS apport d’entropie
□ PS production d’entropie
□ Postulat : Second principe de la thermodynamique

La production d’entropie est positive

PS ≥ 0
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Équation de bilan d’entropie
□ Postulat : il existe une densité massique d’entropie

S(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)s(x, t)dΩ et Ṡ(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ṡ(x, t)dΩ

□
□ Postulat : la production d’entropie est volumique

PS(t) =
∫
Ωt

pS(x, t)dΩ

□ Second principe de la thermodynamique

PS(t) ≥ 0

□ Forme locale du second principe de la thermodynamique

pS(x, t) ≥ 0
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Équation de bilan d’entropie
□ Apport extérieur d’entropie AS
□ Apport de chaleur Q
□ Agitation moléculaire au niveau microscopique
□ Pour le même apport de chaleur, l’augmentation du désordre

sera moindre si le matériau est déjà chaud et ses molécules
très agitées.

□ Postulat

Il existe une température absolue T(x, t)
telle que l’apport extérieur d’entropie est égal à

l’apport de chaleur divisé par la température absolue

□ Terme volumique et surfacique

r(x, t)
T(x, t)

et −
q(x, t).n(x, t)

T(x, t)
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Équation de bilan d’entropie

□ Apport extérieur d’entropie AS

AS(t) =
∫
Ωt

r(x, t)
T(x, t)

dΩ−
∫
∂Ωt

q(x, t).n(x, t)
T(x, t)

dS

□ Théorème de la divergence

AS(t) =
∫
Ωt

Ç
r(x, t)
T(x, t)

− div

ñ
q(x, t)
T(x, t)

ôå
dΩ
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Équation de bilan d’entropie
□ Production d’entropie

PS(t) =
∫
Ωt

pS(x, t)dΩ

□ Apports d’entropie

AS(t) =
∫
Ωt

Ç
r(x, t)
T(x, t)

− div

ñ
q(x, t)
T(x, t)

ôå
dΩ

□ Dérivée matérielle

Ṡ(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ṡ(x, t)dΩ

□ Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

□ D’où ∫
Ωt

Ç
ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)

T(x, t)
+ div

ñ
q(x, t)
T(x, t)

ô
− pS(x, t)

å
dΩ = 0
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Équation de bilan d’entropie

□ Calcul intermédiaire

div

ñ
q(x, t)
T(x, t)

ô
=

∂
î qj(x,t)

T(x,t)

ó
∂xj

=
1

T(x, t)
∂qj(x, t)

∂xj
−

qj(x, t)
T(x, t)2

∂T(x, t)
∂xj

=
div
î
q(x, t)

ó
T(x, t)

−
q(x, t).∇T(x, t)

T(x, t)2

□ Forme locale du bilan d’entropie

ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)
T(x, t)

+
div
î
q(x, t)

ó
T(x, t)

−
q(x, t).∇T(x, t)

T(x, t)2 − pS(x, t) = 0
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

□ Forme locale du bilan d’énergie interne

ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div
î
q(x, t)

ó
= 0

□ Forme locale du bilan d’entropie

ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)
T(x, t)

+
div
î
q(x, t)

ó
T(x, t)

−
q(x, t).∇T(x, t)

T(x, t)2 − pS(x, t) = 0

□ Elimination de r(x, t) très difficile à connaître

σ : d − ρ (ėI − Tṡ)−
q.∇T

T
= TpS
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
□ Définition de la densité massique d’énergie libre

Ψ(x, t) = eI(x, t)− T(x, t)s(x, t)

□ Dérivée matérielle

Ψ̇(x, t) = ėI(x, t)− Ṫ(x, t)s(x, t)− T(x, t)ṡ(x, t)

□ Combinaison des bilans d’énergie interne et d’entropie

σ : d − ρ (ėI − Tṡ)−
q.∇T

T
= TpS

□ Équation des bilans pour toute évolution possible

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q.∇T
T

= TpS
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

□ La production d’entropie pS ≥ 0 caractérise l’irréversibilité du
processus

□ TpS homogène à une puissance appelée puissance dissipée
volumique

D(x, t) = T(x, t)pS(x, t)

□ Équation des bilans pour toute évolution possible

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q.∇T
T

= D
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

□ Transformation
x = Φ(X, t)

□ Gradient de la transformation

F = ∇X [Φ(X, t)]

□ Variation de volume

J = det
[
F
]
=

ρ0(X)
ρ(x, t)

□ ρ0 masse volumique dans la configuration de référence
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

□ Expression du gradient de la vitesse v(x, t) = Φ̇(Φ−1(x, t), t)

∇x [v(x, t)] = ∇x

î
Φ̇(Φ−1(x, t), t)

ó
= ∇X

î
Φ̇(X, t)

ó
.∇x

î
Φ−1(x, t), t

ó
= Ḟ.F−1

□ Taux de déformation

d =
1
2

Ä
Ḟ.F−1 + tF−1. tḞ

ä
□ Terme élastique

σ : d = σ : ∇x [v] = tr
î
σ.Ḟ.F−1

ó
= tr

î
F−1.σ.Ḟ

ó
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
□ Tenseur de déformation de Green-Lagrange

∆ =
1
2
( tF.F − I

)
□ Taux de déformation de Green-Lagrange

∆̇ =
1
2

Ä
tḞ.F + tF.Ḟ

ä
= tF.d.F

□ Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

Π = JF−1.σ. tF−1

□ On obtient les termes d’énergie élastique massiques

σ : d
2ρ

=
π : ∆̇

2ρ0
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
□ Ecriture de l’équation des bilan dans la configuration de

référence

JF−1.

Å
σ : d − ρ

Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q.∇T
T

ã
.F = JTpS

□ Calcul
σ : d = tr

[
σ.d

]
= tr

î
σ. tF−1. tF.d

ó
= σ. tF−1 : tF.d

□ D’où

JF−1.σ. tF−1︸ ︷︷ ︸
Π

: tF.d.F︸ ︷︷ ︸
∆̇

− Jρ︸︷︷︸
ρ0

Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q0︷ ︸︸ ︷
JF−1.q .

∇XT︷ ︸︸ ︷
∇T .F

T
= JTpS︸︷︷︸

TpS0

□ Équation des bilans dans la configuration de référence

Π : ∆̇− ρ0
Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q0.∇XT
T

= TpS0
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Équation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
□ Second principe de la thermodynamique

TpS = D ≥ 0

□ Inegalité de Clausius Duhem

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
︸ ︷︷ ︸

DI

−
q.∇T

T︸ ︷︷ ︸
DT

= D ≥ 0

□ DI : dissipation intrinsèque
□ DT : dissipation thermique
□ Dans la configuration de référence

Π : ∆̇− ρ0
Ä
Ψ̇ + Ṫ s

ä
−

q0.∇XT
T

≥ 0
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Plan de le séance

1 Équation locale des bilans

2 Thermodynamique du processus de déformation

3 Thermodynamique d’une fissure qui se propage
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Singularité mobile

□ L’égalite suivante est-elle toujours vraie ?

d
dt

∫ 1

0
f (u, t)du =

?

∫ 1

0

∂f
∂t

(u, t)du

□ Soit a : t ∈ ]0, 1[ 7→ a(t) ∈ ]0, 1[.
□ Notion de singularité mobile

d
dt

∫ 1

0
ln (|u − a(t)|)du =

?

∫ 1

0

−a′(t)
u − a(t)

du

□ Calcul avec singularité mobile.

Gϵ(t) =
∫ a(t)−ϵ

0
ln (a(t)− u)du +

∫ 1

a(t)+ϵ
ln (u − a(t))du
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage

Gϵ(t) = −
∫ ϵ

a(t)
ln (x)dx +

∫ 1−a(t)

ϵ
ln (x)dx

□ D’où
Gϵ(t) = (1 − a(t)) ln (1 − a(t)) + a(t) ln(a(t))− 1 − 2ϵ [ln(ϵ)− 1]

□ Limite ϵ → 0

Gϵ(t) →
ϵ→0

(1 − a(t)) ln (1 − a(t)) + a(t) ln(a(t))− 1 = G(t)

□ Dérivation
G′
ϵ(t) = −a′(t) ln (1 − a(t)) + a′(t) ln(a(t))

= a′(t) ln
Å

a(t)
1 − a(t)

ã
□ G′

ϵ(t) converge uniformément sur chaque compact
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage

Théorème
Si Gϵ(t) →

ϵ→0
G(t) et G′

ϵ(t) converge uniformément alors

G′(t) existe et
G′
ϵ(t) →

ϵ→0
G′(t)

□ Par ailleurs on a∫ a(t)−ϵ

0

−a′(t)
u − a(t)

du +

∫ 1

a(t)+ϵ

−a′(t)
u − a(t)

du

= −a′(t) [���HHHln(ϵ)− ln(a(t)) + ln(1 − a(t))−���HHHln(ϵ)]

= a′(t) ln
Å

a(t)
1 − a(t)

ã
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Singularité mobile
□ Autre exemple avec singularité mobile

d
dt

∫ 1

0

1
u − a(t)

du =
?

∫ 1

0

a′(t)
(u − a(t))2 du

□ Calcul avec singularité mobile.

Gϵ(t) =

∫ a(t)−ϵ

0

1
u − a(t)

du +

∫ 1

a(t)+ϵ

1
u − a(t)

du

= [���HHHln(ϵ)− ln(a(t)) + ln(1 − a(t))−���HHHln(ϵ)]

= − ln

Å
a(t)

1 − a(t)

ã
→
ϵ→0

G(t)

□ Dérivation

G′
ϵ(t) = − a′(t)

a(t)(1 − a(t))
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Singularité mobile

□ Gϵ(t) →
ϵ→0

G(t) et G′
ϵ(t) converge uniformément, donc

d
dt

∫ 1

0

1
u − a(t)

du = − a′(t)
a(t)(1 − a(t))

□ Par contre ∫ 1

0

a′(t)
(u − a(t))2 du = a′(t)

Å
1
ϵ
− 1

a(t)
+

1
ϵ
− 1

1 − a(t)

ã
= − a′(t)

a(t)(1 − a(t))
+

2a′(t)
ϵ

�
�Z
Z
→
ϵ→0

− a′(t)
a(t)(1 − a(t))
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Singularité mobile

□ Avec singularités mobiles

G(t) =
∫
Ωt

g(x, t)dΩ

Ġ(t) 6=
∫
Ωt

∂

∂t
g(x, t)dΩ+

∫
∂Ωt

g(x, t)v(x, t).n(x, t)dS

□ Solution
• Traitement en isolant la singularité
• Paramètre ϵ
• Utilisation du théorème des limites des dérivées
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Point mobile dans la configuration de référence

□ Vitesse dans la configuration
actuelle

V(t) = Ḟ(t)

=
∂Φ(F0(t), t)

∂t
+∇X [Φ(F0(t), t)] .Ḟ0(t)

=
∂Φ(F0(t), t)

∂t
+∇X [Φ(F0(t), t)] .V0(t)
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Point mobile dans la configuration de référence

□ Vitesse dans la configuration actuelle

V(t) =
������HHHHHH

∂Φ(F0(t), t)
∂t︸ ︷︷ ︸

∂Φ(X,t)
∂t singulier en F0(t)

+
��������XXXXXXXX
∇X [Φ(F0(t), t)].V0(t)︸ ︷︷ ︸

∇
X
[Φ(X,t)] singulier en F0(t)
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Point mobile dans la configuration de référence

□ On pose :
Fϵ(t) = Φ(F0(t) + ϵ, t)

□ On a
Fϵ(t) →

ϵ→0
F(t)
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Point mobile dans la configuration de référence

□ On dérive :

V ϵ(t) = Ḟϵ(t) =
∂Φ(F0(t) + ϵ, t)

∂t
+∇X [Φ(F0(t) + ϵ, t)] .V0(t)
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Point mobile dans la configuration de référence

□ Ḟϵ(t) est U.C sur chaque compact donc V(t) = Ḟ(t) existe et

V(t) = lim
ϵ→0

ï
∂Φ(F0(t) + ϵ, t)

∂t
+∇X [Φ(F0(t) + ϵ, t)] .V0(t)

ò
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Point mobile dans la configuration de référence

□ Champs singuliers en X = F0(t)

v(X, t) =
∂Φ(X, t)

∂t
et F(X, t) = ∇X [Φ(X, t)]

□ Limite

V(t) = lim
ϵ→0

ï
∂Φ(F0(t) + ϵ, t)

∂t
+∇X [Φ(F0(t) + ϵ, t)] .V0(t)

ò
□ Champ régulier en X = F0(t)

v(X, t) + F(X, t).V0(t) =
∂Φ(X, t)

∂t
+∇X [Φ(X, t)] .V0(t)
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Bilan d’énergie totale

ĖI + ĖC = PEXT + Q

□ Expressions dans la configuration actuelle

EI(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)eI(x, t)dΩ / EC(t) =
1
2

∫
Ωt

ρ(x, t)v(x, t).v(x, t)dΩ

□ Expressions des dérivées à déterminer

���HHHĖI(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)ėI(x, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ / ���HHHĖC(t) =
1
2

∫
Ωt

ρ(x, t)v(x, t).γ(x, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Bilan d’énergie totale

ĖI + ĖC = PEXT + Q

□ Expressions dans la configuration de référence

EI(t) =
∫
Ω0

ρ0(X)eI(X, t)dΩ / EC(t) =
1
2

∫
Ω0

ρ0(X)v(X, t).v(X, t)dΩ

□ Expressions des dérivées à déterminer

���HHHĖI(t) =
∫
Ω0

ρ0(X)ėI(X, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ / ���HHHĖC(t) =
1
2

∫
Ω0

ρ0(X)v(X, t).γ(X, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ On travaille dans la configuration de référence

□ On travaille sur Dϵ
0 puis sur Ωϵ

0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Ωϵ
0 domaine fermé indépendant du temps

Ġ(t) =
∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ġ(X, t)dΩ

□ Dϵ
0 domaine ouvert mobile

Ġ(t) =
∫

Dϵ
0

ρ0(X)ġ(X, t)dΩ+

∫
∂Dϵ

0

ρ0(X)g(X, t)V0(t).N
Dϵ

0(X, t)dΩ

Ġ(t) =
∫

Dϵ
0

ρ0(X)ġ(X, t)dΩ−
∫
∂B̂ϵ

0

ρ0(X)g(X, t)V0(t).N(X, t)dΩ

□ N(X, t) normale sortante de B̂ϵ donc rentrante pour Dϵ
0

□ B̂ϵ est la seule partie de Dϵ
0 à avoir une vitesse
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Processus limite dans Dϵ

0 domaine ouvert mobile

EI(t) = lim
ϵ→0

∫
Dϵ

0

ρ0(X)eI(X, t)dΩ︸ ︷︷ ︸
Eϵ

I (t)

EC(t) = lim
ϵ→0

∫
Dϵ

0

ρ0(X)v(X, t).v(X, t)dΩ︸ ︷︷ ︸
Eϵ

C(t)
□ Si on a convergence uniforme de

Ėϵ
I (t) =

d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)eI(X, t)dΩ

Ėϵ
C(t) =

d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)v(X, t).v(X, t)dΩ

 ⇒

 ĖI(t) = lim
ϵ→0

Ėϵ
I (t)

ĖC(t) = lim
ϵ→0

Ėϵ
C(t)
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Définition de la convergence uniforme de fϵ(t) vers f (t)

∀α > 0, ∃ϵα, ∀t > 0, ∀ϵ < ϵα ⇒ |fϵ(t)− f (t)| < α

□ Condition de Cauchy pour la convergence uniforme

∀α > 0, ∃ϵα, ∀ϵ1 > 0, ∀ϵ2 > 0, ∀t > 0

ϵ1 < ϵα et ϵ2 < ϵα ⇒ |fϵ1(t)− fϵ2(t)| < α
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ On a
Dϵ1 − Dϵ2 = B̂ϵ2 − B̂ϵ1

□ Soit α > 0, ϵ1 > 0 et ϵ2 > 0

Ėϵ1
I (t)− Ėϵ2

I (t) =
d
dt

∫
B̂ϵ2−B̂ϵ1

ρ0(X)eI(X, t)dΩ

=

∫
B̂ϵ2−B̂ϵ1

ρ0(X)ėI(X, t)dΩ+

∫
∂(B̂ϵ2−B̂ϵ1 )

ρ0(X)eI(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

=

∫
B̂ϵ2−B̂ϵ1

(ρ0(X)ėI(X, t) + div [ρ0(X)eI(X, t)V0(t)])dΩ

=

∫
B̂ϵ2−B̂ϵ1

Ä
ρ0(X)ėI(X, t) +∇X [ρ0(X)eI(X, t)] .V0(t)

ä
dΩ
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Régime permanent

ẽI(X, t) = ρ0(X)eI(X, t) = ẽI(X − F0(t))

□ D’où
˙̃eI(X, t) = −∇X [̃eI(X − F0(t))] .V0(t)

□ Dans ces conditions

ρ0(X)ėI(X, t) +∇X [ρ0(X)eI(X, t)] .V0(t) = 0 ⇒ Ėϵ1
I (t)− Ėϵ2

I (t) = 0

□ En régime quasi-permanent

ρ0(X)ėI(X, t) +∇X [ρ0(X)eI(X, t)] .V0(t) ⇒ régulier

Ėϵ1
I (t)− Ėϵ2

I (t) → 0

□ Condition de Cauchy satisfaite
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ On a donc

Ėϵ
I (t) =

d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)eI(X, t)dΩ →
ϵ→0

ĖI(t)

Ėϵ
C(t) =

d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)v(X, t).v(X, t)dΩ →
ϵ→0

ĖC(t)

□ Dϵ
0 domaine ouvert mobile

Ėϵ
I (t) =

∫
Dϵ

0

ρ0(X)ėI(X, t)dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)eI(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

Ėϵ
C(t) =

∫
Dϵ

0

ρ0(X)v(X, t).γ(X, t)dΩ

−1
2

∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)v(X, t).v(X, t) V0(t).N(X, t)dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Sur Dϵ
0 le bilan d’énergie total est

ĖI + ĖC = lim
ϵ→0


∫

Dϵ
0

ρ0(X)
[
ėI(X, t) + v(X, t).γ(X, t)

]
dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

N .

ï
eI(X, t) +

v(X, t).v(X, t)
2

ò
ρ0(X)V0dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Sur Ωϵ
0 on a

Eϵ
I (t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)eI(X, t)dΩ

Eϵ
C(t) =

1
2

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)v(X, t).v(X, t)dΩ

□ Dérivation sur Ωϵ
0 domaine fixe sans singularité mobile

Ėϵ
I (t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ėI(X, t)dΩ

Ėϵ
C(t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)v(X, t).γ(X, t)dΩ

□ Ne converge plus uniformément car il n’y a plus les termes de
surface

Daniel Weisz-Patrault (École des Ponts) Rupture 77 / 111



Équation de conservation de l’énergie totale

□ Dϵ
0 est ouvert : apport d’énergie du au transfert de masse

Ėϵ
I (t) + Ėϵ

C(t) = Pϵ
EXT + Qϵ + Apport

□ Ωϵ
0 est fermé : conserve sa masse

Ėϵ
I (t) + Ėϵ

C(t) = Pϵ
EXT + Qϵ
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Force élémentaire de surface dans la configuration actuelle

df = σ.ndS

□ Force élémentaire de surface dans la configuration de
référence

df 0 = Π.NdS0

□ On peut démontrer que :

ndS = J tF−1.NdS0

□ Définition du gradient et transport des vecteurs élémentaires

F.dX = dx ⇒ F.df 0 = df

□ Tenseur de Piola-Kirchoff

Π = JF−1.σ. tF−1
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Différents tenseurs de contrainte représentant la force
élémentaire de surface dans la configuration actuelle

B.NdS0 = σ.ndS = df

□ Tenseur de Boussinesq

B = Jσ. tF−1 = F.Π

□ Puissance des efforts extérieurs apportée à la boule Bϵ

PBϵ
EXT =

∫
∂Bt

ϵ

σ(x, t).n(x, t).v(x, t)dS

=

∫
∂Bϵ

B(X, t).N(X, t).v(X, t)dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ On a
ndS = J tF−1.NdS0

□ Chaleur surfacique apportée à la boule Bϵ

QBϵ = −
∫
∂Bt

ϵ

q(x, t).n(x, t)dS

= −
∫
∂Ωϵ

0

Jq(X, t). tF−1(X, t).N(X, t)dS0

= −
∫
∂Bϵ

JF−1(X, t).q(X, t)︸ ︷︷ ︸
q0(X, t)

.N(X, t)dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Simplifications

• Pas de forces de volume
• Lèvres de la fissure sont libres de contraintes
• Pas d’apports volumique de chaleur
• Lèvres de la fissure n’échangent pas de chaleur

□ Apports d’énergie au solide Ωϵ
0

Pϵ
EXT = PEXT −

∫
∂Bϵ

B(X, t).N(X, t).v(X, t)dS0

Qϵ = Q +

∫
∂Bϵ

q0(X, t).N(X, t)dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Bilan d’énergie totale sur la structure fissurée Ω0

ĖI(t) + ĖC(t) = PEXT + Q

□ Bilan d’énergie totale sur Ωϵ
0

Ėϵ
I (t) + Ėϵ

C(t) = Pϵ
EXT + Qϵ

□ Dérivées sur Ωϵ
0

Ėϵ
I (t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ėI(X, t)dΩ Ėϵ
C(t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)v(X, t).γ(X, t)dΩ

□ On vient de montrer que

PEXT = Pϵ
EXT +

∫
∂Bϵ

B(X, t).N(X, t).v(X, t)dS0 Q = Qϵ −
∫
∂Bϵ

q0(X, t).N(X, t)dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ On déduit que ∀ϵ

PEXT + Q = Pϵ
EXT + Qϵ +

∫
∂Bϵ

N(X, t).
Ä

tB(X, t).v(X, t)− q0(X, t)
ä

dS0

□ Finallement ∀ϵ

ĖI(t) + ĖC(t) =

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ėI(X, t)dΩ+

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)v(X, t).γ(X, t)dΩ

+

∫
∂Bϵ

N(X, t).
Ä

tB(X, t).v(X, t)− q0(X, t)
ä

dS0

□ En prenant la limite on a

ĖI + ĖC = lim
ϵ→0


∫
Ωϵ

0

ρ0(X)
[
ėI(X, t) + v(X, t).γ(X, t)

]
dΩ

+

∫
∂Bϵ

N(X, t).
Ä

tB(X, t).v(X, t)− q0(X, t)
ä

dS0
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Équation de conservation de l’énergie totale
□ Sur Dϵ

0 le bilan d’énergie total est

ĖI + ĖC = lim
ϵ→0


∫

Dϵ
0

ρ0(X)
[
ėI(X, t) + v(X, t).γ(X, t)

]
dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

N(X, t).
ï
eI(X, t) +

v(X, t).v(X, t)
2

ò
ρ0(X)V0dS0

□ Sur Ωϵ
0 le bilan d’énergie total est

ĖI + ĖC = lim
ϵ→0


∫
Ωϵ

0

ρ0(X)
[
ėI(X, t) + v(X, t).γ(X, t)

]
dΩ

+

∫
∂Bϵ

N(X, t).
Ä

tB(X, t).v(X, t)− q0(X, t)
ä

dS0

□ On identifie ∂B̂ϵ et ∂Bϵ

lim
ϵ→0

∫
∂Bϵ

N .
[

tB.v − q0 +
(

eI +
v.v
2

)
ρ0V0

]
dS0 = 0
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Équation de conservation de l’énergie totale

□ Champ régulier en X = F0(t)

v(X, t) + F(X, t).V0(t)

□ Donc

lim
ϵ→0

∫
∂Bϵ

(
v(X, t) + F(X, t).V0(t)

)
dS0 = 0

□ On a au final

lim
ϵ→0

∫
∂Bϵ

q0.NdS0 = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

N .
[
− tB.F + ρ0

(
eI +

v.v
2

)]
dS0

ò
.V0
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Équation de bilan d’entropie

□ Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

□ Expressions dans la configuration actuelle

S(t) =
∫
Ωt

ρ(x, t)s(x, t)dΩ

□ Expressions des dérivées à déterminer

�
�Z
ZṠ(t) =

∫
Ωt

ρ(x, t)ṡ(x, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ

Daniel Weisz-Patrault (École des Ponts) Rupture 88 / 111



Équation de bilan d’entropie

□ Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

□ Expressions dans la configuration de référence

S(t) =
∫
Ω0

ρ0(X)s(X, t)dΩ

□ Expressions des dérivées à déterminer

�
�Z
ZṠ(t) =

∫
Ω0

ρ0(X)ṡ(X, t)︸ ︷︷ ︸
Singularités mobiles

dΩ
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Équation de bilan d’entropie

□ On travaille dans la configuration de référence

□ On travaille sur Dϵ
0 puis sur Ωϵ

0
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Équation de bilan d’entropie

□ Ωϵ
0 domaine fermé indépendant du temps

Ġ(t) =
∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ġ(X, t)dΩ

□ Dϵ
0 domaine ouvert mobile

Ġ(t) =
∫

Dϵ
0

ρ0(X)ġ(X, t)dΩ−
∫
∂B̂ϵ

0

ρ0(X)g(X, t)V0(t).N(X, t)dΩ

□ N(X, t) normale sortante de B̂ϵ donc rentrante pour Dϵ
0

□ B̂ϵ est la seule partie de Dϵ
0 a avoir une vitesse
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Équation de bilan d’entropie

□ Processus limite dans Dϵ
0 domaine ouvert mobile

S(t) = lim
ϵ→0

∫
Dϵ

0

ρ0(X)s(X, t)dΩ︸ ︷︷ ︸
Sϵ(t)

□ On a convergence uniforme de

Ṡϵ(t) =
d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)s(X, t)dΩ

□ Donc

Ṡ(t) = lim
ϵ→0

Ṡϵ(t) = lim
ϵ→0

d
dt

∫
Dϵ

0

ρ0(X)s(X, t)dΩ
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Équation de bilan d’entropie

□ Dϵ
0 domaine ouvert mobile

Ṡϵ(t) =

∫
Dϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)s(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

□ Donc

Ṡ(t) = lim
ϵ→0

ñ∫
Dϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)s(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

ò
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Équation de bilan d’entropie

□ Sur Ωϵ
0 on a

Sϵ(t) =
∫
Ωϵ

0

ρ0(X)s(X, t)dΩ

□ Dérivation sur Ωϵ
0 domaine fixe sans singularité mobile

Ṡϵ(t) =
∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

□ Ne converge plus uniformément car il n’y a pas les termes de
surface
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Équation de bilan d’entropie
□ Simplifications

• Pas de forces de volume
• Lèvres de la fissure sont libres de contraintes
• Pas d’apports volumique de chaleur
• Lèvres de la fissure n’échangent pas de chaleur

□ On a :
ndS = J tF−1.NdS0

□ Apport d’entropie dans la boule Bϵ

−
∫
∂Bt

ϵ

q(x, t)
T(x, t)

.n(x, t)dS = −
∫
∂Bϵ

q0(X, t)
T(X, t)

.N(X, t)dS0

□ Apport d’entropie dans Ωϵ
0

Aϵ
S = AS +

∫
∂Bϵ

q0(X, t)
T(X, t)

.N(X, t)dS0
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Bilan d’entropie sur Ω0
Ṡ = AS + PS

□ Bilan d’entropie sur Ωϵ
0

Ṡϵ = Aϵ
S + Pϵ

S

□ Apport d’entropie dans Ωϵ
0

Aϵ
S − AS =

∫
∂Bϵ

q0(X, t)
T(X, t)

.N(X, t)dS0

□ Production d’entropie dans la boule

PS − Pϵ
S = Ṡ − Ṡϵ + Aϵ

S − AS
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Production d’entropie dans la boule

PS − Pϵ
S = Ṡ − Ṡϵ +

∫
∂Bϵ

q0(X, t)
T(X, t)

.N(X, t)dS0

□ Dans Dϵ
0

Ṡ(t) = lim
ϵ→0

ñ∫
Dϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)s(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

ò
□ Dans Ωϵ

0

Ṡϵ(t) =
∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Production d’entropie en tête de fissure

lim
ϵ→0

[PS − Pϵ
S] = lim

ϵ→0

ñ
���������XXXXXXXXX

∫
Dϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

−
∫
∂B̂ϵ

ρ0(X)s(X, t)V0(t).N(X, t)dS0

−
���������XXXXXXXXX

∫
Ωϵ

0

ρ0(X)ṡ(X, t)dΩ

+

∫
∂Bϵ

q0(X, t)
T(X, t)

.N(X, t)dS0

ô
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Production d’entropie en tête de fissure

Pfiss
S = lim

ϵ→0
[PS − Pϵ

S]

□ Une fissure qui progresse est une source d’entropie

Pfiss
S = lim

ϵ→0

ñ∫
∂Bϵ

Ç
q0(X, t)
T(X, t)

− ρ0(X)s(X, t)V0(t)
å
.N(X, t)dS0

ô
□ Si la température en tête de fissure T(F0(t), t) est bornée

Pfiss
S =

lim
ϵ→0

î∫
∂Bϵ

Ä
q0(X, t)− ρ0(X)T(X, t)s(X, t)V0(t)

ä
.N(X, t)dS0

ó
T(F0(t), t)
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Inégalité de Clausius Duhem

Pfiss
S = lim

ϵ→0
[PS − Pϵ

S] ≥ 0

□ Puissance dissipée en tête de fissure

Dfiss = T(F0(t), t)Pfiss
S

□ D’où

Dfiss = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

Ä
q0(X, t)− ρ0(X)T(X, t)s(X, t)V0(t)

ä
.N(X, t)dS0

ò
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
□ Puissance dissipée

Dfiss = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

q0.N − ρ0(X)T(X, t)s(X, t)V0(t).NdS0

ò
□ Source de chaleur

lim
ϵ→0

∫
∂Bϵ

q0.NdS0 = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

N .
[
− tB.F + ρ0

(
eI +

v.v
2

)]
dS0

ò
.V0

□ Energie libre
Ψ(X, t) = eI(X, t)− T(X, t)s(X, t)

□ Puissance dissipée en tête de fissure

Dfiss = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

N .
[
− tB.F + ρ0

(
Ψ+

v.v
2

)]
dS0

ò
.V0
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Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure

□ Puissance dissipée en tête de fissure

Dfiss = lim
ϵ→0

ï∫
∂Bϵ

N .
[
− tB.F + ρ0

(
Ψ+

v.v
2

)]
dS0

ò
︸ ︷︷ ︸

g(t)

.V0(t)

□ Finallement on écrit
Dfiss = g(t).V0(t)
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Thermodynamique d’une fissure qui se propage
Singularité mobile
Point mobile dans la configuration de référence
Équation de conservation de l’énergie totale
Équation de bilan d’entropie
Production d’entropie à l’extrémité d’une fissure
Intégrale invariante en hyperélasticité
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Intégrale invariante en hyperélasticité
□ Hypothèses

• Hyperélasticité : energie libre volumique‹Ψ (
∆(X, t)

)
= ρ(X)Ψ(X, t)

• Quasi-statique
• Lèvres de la fissure libres de contraintes
• Vitesse V0(t) colinéaire à e1

□ Résultat à démontrer pour tout contour fermé ∂C

g(t).e1 =

ï∫
∂C

N .
[
ρ0Ψ− tB.F

]
dS0

ò
.e1 = 0
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Intégrale invariante en hyperélasticité

□ Premier terme∫
∂C

N . (ρ0Ψ) .e1dS0 =

∫
∂C
‹Ψ(∆(X, t))N1(X, t)dS0

=

∫
C

d‹Ψ(∆(X, t))
dX1

dΩ

=

∫
C

∂‹Ψ(∆(X, t))
∂∆

:
∂∆(X, t)

∂X1
dΩ
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Intégrale invariante en hyperélasticité
□ Premier terme∫

∂C
N . (ρ0Ψ) .e1dS0 =

∫
C

∂‹Ψ(∆(X, t))
∂∆

:
∂∆(X, t)

∂X1
dΩ

□ Hyperélasticité : contrainte de Piola-Kirchhoff

∂‹Ψ(∆(X, t))
∂∆

= Π

□ Déformation de Green-Lagrange ∆ = 1/2( tF.F − I)

∂∆(X, t)
∂X1

=
1
2

Ç
∂ tF
∂X1

.F + tF.
∂F
∂X1

å
□ D’où ∫

∂C
N . (ρ0Ψ) .e1dS0 =

∫
C
Π : tF.

∂F
∂X1

dΩ
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Intégrale invariante en hyperélasticité
□ Second terme

∫
∂C

N .
( tB.F

)
.e1dS0 =

∫
∂C

e1.
( tF.B

)
.NdS0

=

∫
C

div
[
e1.

tF.B
]

dΩ

□ Or e1 = (αi)i avec α1 = 1 et α2 = α3 = 0

div
[
e1.

tF.B
]

= div
ï
αi

∂Φj

∂Xi
.Bjk

ò
= div

ï
∂Φj

∂X1
Bjk

ò
=

∂
Ä
∂Φj
∂X1

Bjk
ä

∂Xk

= Bjk
∂

∂Xk

Å
∂Φj

∂X1

ã
+

∂ (Bjk)

∂X1

∂Φj

∂Xk

= tB︸︷︷︸
Π. tF

:
∂

∂X1
∇ [Φ]︸ ︷︷ ︸

F

+div
[
B
]︸ ︷︷ ︸

0

.
∂Φ

∂X1
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Intégrale invariante en hyperélasticité

□ Premier terme ∫
∂C

N . (ρ0Ψ) .e1dS0 =

∫
C
Π : tF.

∂F
∂X1

dΩ

□ Second terme ∫
∂C

N .
( tB.F

)
.e1dS0 =

∫
C
Π. tF :

∂F
∂X1

dΩ

□ Résultat : pour tout contour fermé ∂C

g(t).e1 =

ï∫
∂C

N .
[
ρ0Ψ− tB.F

]
dS0

ò
.e1 = 0
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Intégrale invariante en hyperélasticité

□ Contour fermé ∂C = AA′⋃ ∂Cint
⋃

B′B
⋃
(−∂Cext)ï∫

∂C
N .

[
ρ0Ψ− tB.F

]
dS0

ò
.e1 = 0

□ Sur AA′ et BB′

N = 0 e1 + N2e2 et B.N = 0
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Intégrale invariante en hyperélasticité

□ Dans une structure fissurée : intégrale indépendante du
contour dans la zone élastique

J =

ï∫
∂Cint

N .
[
ρ0Ψ− tB.F

]
dS0

ò
.e1

=

ï∫
∂Cext

N .
[
ρ0Ψ− tB.F

]
dS0

ò
.e1

□ On peut retirer la limite dans l’expression de g.e1

g.e1 =

ï∫
∂Bϵ

N .
[
− tB.F + ρ0

(
Ψ+

v.v
2

)]
dS0

ò
.e1
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