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[0 Culture générale

[0 Concepts fondamentaux pour les matériaux fissurés
[0 Méthodes de calcul

[0 Prévision de la résistance résiduelle

O Durée de vie
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O

Hypotheéses fondamentales de la mécanique linéaire de la
rupture

Notion de taux de relaxation d’énergie

Critere énergétique de propagation de fissure
Notion de facteur d’intensité de contrainte
Pourquoi on peut se ramener a un probleme linéaire

Notion de propagation en fatigue

Oo0Oo0Oo0ogd

Pratiquer sur un exemple
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Plan de le séance

Hypothéses de la mécanique linéaire de la rupture

Facteurs d'intensité de contrainte

Rupture sous chargement monotone (ténacité)

Rupture sous chargement cyclique (loi de Paris)
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| Rappels et intégrale invariante de contour
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[l Puissance dissipée en téte de fissure
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0 Finallement on écrit
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[0 Hypothéses
® Hyperélasticité
® Quasi-statique
® Levres de la fissure libres de contraintes
® Vitesse V,(f) colinéaire a ¢

O Pour tout contour fermé 0C

g(1).e; = Uacﬂ' [00¥ — 'BF] dSo} e =0
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[l Dans une structure fissurée : intégrale indépendante du
contour dans la zone élastique
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J =[ Mpﬂu-ggd&]
8Cim -
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[l Si tout reste élastique on peut retirer la limite

ge = [/a N. [— '‘B.F + po (‘1’ + Z—;)} dSo] €]
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[l En général le matériau ne reste pas élastique
[l Augmentation des contraintes pres de la téte de fissure

® Plasticité
® Endommagement

[l Dissipations induites par la fissuration

0 Mais non comptabilisées dans D™
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[l Recherche d’un critére pour 1’ingénieur
[l Compromis entre :
® Energie reldchée en fissurant

® Colt énergétique de dissipation

[0 I1 faut compter le colt total de dissipation pour fissurer et
non juste la dissipation en téte de fissure
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| Hypothése 1/3
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Daniel Weisz-Patrault

confinée

(Ecole des Ponts)

— Zone élastique

Rupture

| Zone d'élaboration ou de process
Dissipation en téte de fissure +
Dissipation induite le reste du matériau
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| Dissipation globale lors de 1l'avancée d'une fissure
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[0 Hypothéses

® Petites transformations
® Quasi-statique (succession d’états d’équilibre)
® Tocalement isotherme

[0 Transformation et déplacement
S=X+u

0 Gradient de la transformation
E=[+Vy

00 Equilibre, énergie cinétique et résultante négligées

I
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O Equation des bilans, puissance dissipée volumique

Vv — p (¥ + ) —%

[l Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

I)::%igljﬁ_ (g:E@g—/}(¢—%>§>-—}é%%§>(d9

[0 Puissance dissipée en téte de fissure

DM** = 1im [/ n. [—g. ({+ Vu) -I-p(\lf +§2<>} ds} v

[0 Intégrale indépendante de contour

7=\ nlo¥-o(+T0)as] e,
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[l Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

e—0

Dzlim/ (g:ﬂ—p\il)dﬁ
b ==
[l Puissance dissipée en téte de fissure

D =1im [/ n. [—o.Vu+ p¥] dS} V(1)

e—0

[0 Intégrale indépendante du contour dans la zone élastique

_ 82]
J = - [nlp\Il Q.g.axl as
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[0 Domaine fixe et domaine mobile

oB
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O Calcul

[0 Puissance dissipée

Daniel Weisz-Patrault

dle ]

1)6

(Ecole des Ponts)

(ojv 0o v
tJJ): Yvit oL = div [g]
Ox; Ox; N——
0 (équilibre)
dans BE = /5 — fixe

=/ (O’ Vv—p\I/> dQ2

d .
= Sy [/ p\IldQ} +/ div g.y] dQ
——g[/ \I/dQ}—i—/ o.n.vdS
=~ . p o a.n.y
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~

[l On suppose qu’on est en dans B, car assez
proche de la fissure

(X, 1) = V(X — F(1))

O Dans B =B — mobile

g [/ p\IJdQ} =/ p\I'dQ+/ p\IJAQ.gldS
dt LJpe dB¢
/ (p\ll—i-dlv [p‘I/Ael}) dQ2
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O On a

/A pWdQ + /A pUAndS =0
& 0.

BE

0 B et B coincident & 1’instant f

d .
— \IldQ] = wds?
3l owen] = o

[l D'’ou en régime permanent

Daniel Weisz-Patrault

(Ecole des Ponts)
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[l En régime permanent

0 D’ ou

OO on a donc
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[l Puissance dissipée dans B =B — fixe

Df = < {/ p\IldQ] +/ o.n.ydS
dt € 835_
d .
- {/ p\IldQ] :/ p¥YAn;dS
dt € aﬁe
/636

[0 D'ou puisque OB° et OB° coincident & 1’instant ¢

O Par ailleurs

0 Et 9
.nydS = —/ Q.Q.—ZAdS
OB

119

ou \ -
Df = / (p\Ifnl — g.g.—_) AdS
OB = 0Xy
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[0 Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

D:lim/ (g:g—p\i/)dQ

e—0

0 On a obtenu

0 .
D=1imD = 1lim / (p\I/nl —g.g.—Z>AdS
e—0 =0 Jop— =0 1

[0 Puissance dissipée en téte de fissure

D' = 1im U n. [—a.Nu+ pV] dS} V()

e—0

O D’ ou 9
D™ = 1im / {p\llnl = g.g.—ﬂ} AdS

e—0
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[l Puissance dissipée totale dans le domaine B

DB =D+ D :/ <p\Iln1 —g.g.%) dSA
8B = 0X;

G

[0 Intégrale indépendante du contour dans la zone élastique

Ou
I = [nlp\If — Q.g.—_} as =G
OB = 0X;
[0 Attention G #¢
[0 G : concept d’ingénieur, g : concept de physicien
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| Hypothése 2/3
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rapidement

Pas de modifications significatives de la zone d'élaboration

Q)

A=V

A=V

Zone ¢élastique liéaire Zone ¢élastique liéaire
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O La est constante

0 Ln’ par unité de surface de fissure est
constante
O Le est constant pendant la

progression de la fissure

dG¢ caractérisitique de la dissipation surfacique
dans la structure
G = G¢ pendant la progression de la fissure
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| Hypothése 3/3
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indépendante de la structure

[0 G¢ : wune constante caractéristique du matériau
[0 G¢ : résistance a la fissuration du matériau
[0 G¢ : taux de ralaxation d’énergie du matériau
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[l validité de 1’'hypotheése 3 2
0 Eprouvettes normalisées pour la sécurité
G

Eprouvette normalisée

Ge

Epaisseur
0 Microstructures variées selon la structure
0 Mise en forme

[l Cas des matériaux aléatoires (céramiques)
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| Modélisation en mécanique linéaire de la rupture
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Description non-linéaire Mod¢élisation €lastique
Zone d'élaboration

Zone mal décrite

a ¢ (Saint-Venant)

Zone correctement
décrite

Zone élastique

O sur OB avec un modéle purement élastique linéaire G est
correctement calculé
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Mod¢élisation élastique Mod¢élisation élastique

Zone mal décrite

a : (Saint-Venant)

Zone correctement
décrite

[0 G est indépendante du contour dans un domaine élastique

O Sur OB’ avec un modéle purement élastique linéaire G est
correctement calculé
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On peut calculer G a partir des champs du modele linéaire dans le
voisinage de 1l’extrémitié de la fissure, bien que ces champs
soient tres différents, a cet endroit, des champs réels

[0 Sous réserve que les 3 hypotheéses de la Mécaniques Linéaire de
la Rupture soient vérifiées

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 36/81



2|

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 37/81




| Développement asymptotique
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[0 Equations d’équilibre en élasticité plane : div[g]::O

00y | Ooyy Glops  Glens

— -0
Ox Oy Ox Oy
[l Potentiel d’Airy
d’A d9’A d9’A
Opp = — Opy= ———— Oy = ——
T 0y? - oxdy 7 0x2

[l Les équations de compatibilité de Beltrami-Mitchell donnent

AAA =0
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ro\
fissure

[0 Voisinage de la téte de fissure

[0 On cherche A sous la forme
A(r,0) =r°f(0)
[0 Laplacien

O’A 104 10°A 5/, "
AA= o b=t =177 (o7(6) +£7(0))

[0 Bi-Laplacien

AAA =2 (a¥(a = 2)F(0) + ((@ =27 + ) £(6) +£(6))
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[0 Equation différentielle en 0
(o*(a = 27%(8) + (@ =2 +0?) £"(8) +19(8)) = 0
[l Polynbéme caractérisitque

PX) =X*+((@=2)7+a*)X* + o?(a—2)
= (X —io)(X + io)(X — i(o — 2))(X + i(a — 2))

0 Solution

f(0) =Ajcos(ab) + Az cos((a —2)0)
+A;3 sin(af) + Agsin((a — 2)6)

0 On a 4 constantes a déterminer

0 On a 4 conditions aux limites
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fissure

0 Conditions aux limites

Oxy(T) = Oxy(—T) = 0y () = opy(—7) =0

A A

g = —— (o} e
- oxdy 7 ox2

O Conditions sur f(0)
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0 Conditions

cos(a) cos((a — 2)m) sin(ar) sin((a — 2)m) Ay 0

cos(am) cos((a — 2)m) — sin(am) —sin((a — 2)) Ay _ 0

—asin(ar) —(a—2)sin((a —2)w) acos(ar) (a—2)cos((a—2)m) A3 » 0

asin(ar)  (a—2)sin((a—2)7) acos(ar) (a—2)cos((a—2)m) Ay 0
M(«)

O si la matrice M(a) est inversible f(6) =0

0 La matrice M(a) n’est pas inversible pour certaines valeurs de
el

Det [M(a)] =0

O Infinité de solutions : demi-entiers

k
VkEZ, Oékzz
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[0JA est en r*= g et g sont en roa—2
O g:g est en il i AE=)

0 Energie au voisinage de la téte de fissure

1 r ™
—/ / o:e rdrdf
2 0 J—m

[0 Intégrabilité de 1'énergie élastique en r —0
2a+3<l=a>1

[0 Solution la plus singuliére avec énergie intégrable

O Termes moins singuliers en o =k/2 avec k>4 négligeables

(V) <<
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| Facteurs d'intensité de contrainte
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[l Solution la plus singuliere en plan

Westergaard

_ K (Q) (1 _sin <€)
Ty = 27rrcos 2 S 2
Oxy = 27rrs 2 coS 7 cos
Ty = K cos(e) (1+sin<0)
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[0 Solution la plus singuliére en anti-plan

0 Notion de

Daniel Weisz-Patrault

K

Oxz =

(Ecole des Ponts)

Si
\2mr

0

2

(3)

Rupture

0
2

Ky
Oy = —

= (3)

2rr

K[!

K et Km
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0 Notion de

Daniel Weisz-Patrault

(Ecole des Ponts)

A

Mode I

Mode II

———— Mode III

Rupture
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[0 Définition des facteurs d’intensité de contrainte

K; = %i%n [ayy(r, H)X/Z_W}

K][ =1lim [ny(r,ﬂ)\/%]

r—0

K][[ =1lim [ayz(r, 0) V 27‘(’7‘]
r—0
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| Taux de restitution d'énergie et ténacité
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[0 Taux de relaxation d’énergie (indépendant du contour)

Ou
G::t/1 ( Un —-gly—4l>(dS
8Bp1_8X1

1 -2
E

O Loi d'Irwin (1948)

G =

(K} +K3) + 5K

[l Critére énergétique de propagation
G =G¢

[0 Les facteurs d’intensité de contraintes n’ont pas de sens
physique
[0 Mais sont utiles pour déterminer la propagation d’une fissure
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[0 Ouverture en mode I
[0 Kjc est la ténacité

[0 Caractérisitique matrériau de résistance a la fissuration sous
chargement monotone
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Taux de restitution d'énergie et ténacité

"
~

3. Ténacité-Densite
rKic valables pourdes vaeus
10 MPemt 2 Aude, qualieif Aliages

ages
techniques

ant™ Céramiques
tachniques.

porauses

3
)
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Taux de restitution d'énergie et ténacité

Ke2/Ekim?) o
| N-"

Alliages ~
techniques
P

Polymeres .~
techniques
e

o

Mousses
de polyméres,

1 10
Module d'Young E (GPa)
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Taux de restitution d'énergie et ténacité

Alliages
techniques
e

-
~~ Composites 7
techniques

e ~==%era nique:
s techniques

~" Céramiques
“ poreuses
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| Catalogue de facteurs d'intensité de contrainte
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Q

2a

0 Démontré au cours 3

K; = ov/ma oc =
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2a

0 Démontré au cours 3

Ky = 7V/ma
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o(x)

O Démontré au cours 3

— .
Ki(a) = ——E—j/)dﬂ b dx

w(b—a x—a

b X —a
Ki(b) = ﬁ/ o)y T ax
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¢ — X
Ki(a) = L)/ )

w(b—a x—a
2 b xX—a
Ki(b)= ——— \/ dx
1(b) ﬂ(b—a)/a o) b—x
O Cas particulier b=a et a=—a et o(x)

d.x—a a

V7ra
\/ / x+ad.x—a Ta
Ta a—x

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture
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7(x)

O Démontré au cours 3

2 b b—x
Ku(a) = m/ﬂ T(x) dx

X —a

b X —a
K]](b) = ﬁ/ T(X) b_xdx
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61/81



—Q

i

[0 Perturbation liée au bord libre
[0 Solution de Koiter (1965)

K; = 1.1220+/ma

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) Rupture 62 /81



2a

|

o

b

0 Perturbation liée aux bords libres
0 Solution de Isida (1973)

o=r (@) ovra] £(2)-

(1-0.025 (%)% +0.06 (¢)*)

cos(%%)
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[

S Q=e——o

[0 Perturbation liée aux bords libres
0 Solution de Tada (1970)

K,:F(g)a Ta F(%):l.lﬂ(l—;) e
F(“)— et (%) 0.752 in (T4}
= ——( +202b+037< —sm<%)>)

cos (%)
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O Poutre fissurée
0 Solution de Brown (1966)

F (g) = (1.122 14 (%) +7.32 <%>2 —13.08 (g)s +14 (%)4)

O avec >4 4<0.6
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N «——~

O Poutre fissurée
O Solution de Brown (1966) pour L/b>8

K =
= "p2e

_3PLVa (1,96 —275(3) + 13.66 <%>z ~23.98 (%)3 252 (2)4)

O Solution de Brown (1966) pour L/b>4

= % (1.93 3.7 (3) +14.53 (g)z —25.11 (

%)3 +25.80(

i)

Rupture

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)
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Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

0 Eprouvette standardisée
[0 Solution de Wessel

K = P}f (29.6 — 1855 (g) 4 655.7 (g)z

—1017 (g)3 46389 (%)4>

0 Avec les contraintes

h=12b a€[0.3b,0.7b]
c=0275b ®=025b e=0.5b
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(0) [] Fissure Penny-shaped
0 Démontré au cours 4
0 Solutionde Sih (1973)

"_C_l"_ 1(1:20'\/E
s

O
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F [] Fissure Penny-shaped

a A 0 Démontré au cours 4

[0 Solutionde Bueckner (1970)
Fva? —b?

mv/ma (a* + b* — 2ab cos(6))

i

K (0) =
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P(I",(D) [] Fissure Penny-shaped

A AA A [0 Démontré au cours 4
14T p OO Solution de Bueckner (1970)
I . (VaSO) a’—r?

rdrde

27 a
- p
K;(0) = /0 /0 my/ma (a® + r2 — 2ar cos(6 — ¢))
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O Cas particulier p(r

. oZ 2
o m™/ma(

(a* + r? — 2ar cos( — ¢))

/0 a( TreE=
:20\/2

rdrdy
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[J Fissure elliptique

)
T 0 Solution de Kassir

L1 ou

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

(1960)

K;(0) = ﬁ%\/g (a2 sin(0) + b* cosz(G))l/4

Rupture
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. a T 1.2A -

i ....... i D f(D/(l,@) D/a 11

- : Dia=2
l 0° 130°

o

[0 Fissure Penny-shaped prés d’un bord libre
0 Solution de Smith (1971)

D
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[J Demi-fissure Penny-shaped prés d’un bord libre
[0 Solution de Hartranft (1973)

- KI(G)zza\/gf(G) £(8) = 1.211 — 0.1864/sin(6)

Q <«—— %n\--i-—> Q
\
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| Principe de la rupture en fatigue
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[0 Chargement cyclique

[0 Trous ou fissures pré-existants
[0 A chaque cycle

® Plasticite augmente la taille des trous
® Longueur des fissures augmente
® Pas de propagation de fissure

[0 Les fissures atteignent une taille critique

[0 Propagation de fissure (G = G¢)
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| Loi de Paris
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[0 N nombre de cycles

[0 dN : incrément de cycle
N:/dN
[0 da : incrément de longueur de fissure a chaque cycle
O AKj(a) : amplitude du facteur d’intensité de contrainte dans
un cycle

0 Loi de Paris

da = f(AK;(a))dN
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log(f (4KD)
A

-

Daniel Weisz-Patrault

(Ecole des Ponts)

-

log(4K;)

[J Loi puissance
f(AKi(a) = o (AK;(a))”

0 8 varie de 2 a 10 suivant les
matériaux

[0 B est a peu prés égal a 4 pour
les aciers

Rupture
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[0 ay : taille initiale de fissure
U ac : taille critique de fissure telle que K/"* = K¢

[0 Ny : durée de vie (nombre de cycles rupture)

ac da
M= / 7K (@)
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