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Avant-propos

L’objectif principal de ce cours est de fournir la culture minimale permettant d’écrire
des comportements de matériaux en grandes déformations et de comprendre les concepts
utilisés par les codes de calculs industriels pour les calculs en grandes transformations.

Alain EHRLACHER

École des Ponts ParisTech
Champs-sur-Marne, 2018

J’ai le privilège de succéder à Alain Ehrlacher pour enseigner son cours de Mécanique
Physique des Matériaux à l’École des Pont ParisTech. Ce cours se veut être un cours struc-
turant et général pour la formation des ingénieurs du département Génie Mécanique et
Matériaux. Il est articulé autour de trois axes principaux :

1) une méthode systématique de construction de modèle de mécanique

2) la mécanique en grandes transformations

3) l’écriture des lois de comportement et leurs liens avec les principes physiques et la
structure interne des matériaux

Ce cours est particulièrement pertinent pour les ingénieurs en génie mécanique pour
des applications diverses qui sous-tendent bon nombre de secteurs utiles aux sociétés hu-
maines, comme la mise en forme des matériaux et les procédés de fabrication (laminage,
extrusion, emboutissage, forgeage mais aussi des procédés plus récents comme la fabri-
cation additive etc.) impliquant souvent 1) de développer des modèles spécifiques qui ne
sont pas inclus dans les grands logiciels de calcul au éléments finis, 2) des déformations
très importantes, et 3) de choisir des comportements adaptés aux matériaux utilisés dans
les conditions d’exploitation visées. D’autres applications présentant le même rapport aux
trois axes du cours sont aussi visées comme l’étude de crash ou la modélisation de struc-
tures complexes en aéronautique ou aérospatial, des pièces mécaniques pour l’industrie
nucléaire et dans le secteur de l’énergie plus généralement.

Un point crucial pour les ingénieurs œuvrant dans l’industrie est de bien connaître
les bases théoriques sur lesquelles reposent leurs calculs pour comprendre les entrées et
sorties des codes qu’ils utiliseront et de bien comprendre quelle physique est représentée
par leurs modèles pour ne pas les utiliser à contre-emploi ou en dehors de leur domaine
de validité, ce qui conduirait à des erreurs graves. D’une manière générale ce cours a pour
ambition de donner aux étudiants un regard critique sur la pertinence de leurs calculs par
rapport à la situation visée, et de contribuer à en faire des ingénieurs responsables du point
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de vue de la sécurité des structures, qu’ils auront à concevoir ou superviser. Du fait de son
caractère abstrait et mathématisé, des développements rigoureux et de la réflexion sur les
concepts physiques, ce cours est une bonne introduction à certains outils de la recherche
en mécanique des solides (en revanche les outils de la recherche expérimentale sont peu
développés).

J’ai repris l’essentiel du contenu du cours d’Alain Ehrlacher, y compris la majeure par-
tie des quatre premiers chapitres du présent polycopié, qui étaient déjà rédigés. Le pro-
jet pédagogique reste inchangé, cependant l’introduction du module de Mécanique de la
Rupture au second semestre m’a permis de supprimer les séances consacrées à la méca-
nique linéaire de la rupture, et ainsi d’introduire deux nouvelles séances portant sur les
contraintes résiduelles et les transitions de phase.

La structure de ce polycopié suit celle des séances de cours. Chacune des douze séances
fait donc l’objet d’un chapitre à part entière. Tous les développements nécessaires à la
compréhension sont intégrés dans ce texte. De plus, des exercices et leur corriger accom-
pagnent ce cours. Le résumé des résultats essentiels et les plus importants à bien mémori-
ser sont synthétisés sous forme d’un encadré à la fin de chaque chapitre. Par ailleurs, des
vidéos de cours sont disponibles pour revoir les séances sur une playlist structurée. Ces
vidéos sont un complément des autres supports de cours disponibles sur educnet (slides
des présentations, exercices corrigés, et le présent polycopié). Les captations des cours dis-
pensés par Alain Ehrlacher en 2013 sont également disponibles sur educnet.

Daniel WEISZ-PATRAULT

École des Ponts ParisTech
Palaiseau, 2021
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Présentation générale

Pour Moradin 1, l’activité la plus noble de l’homme, du nain, est l’ingénierie pour la
conception de nouveaux objets, machines ou structures utiles à la société et aidant la tran-
sition énergétique. Pour ce faire l’ingénieur utilise des matériaux dont les comportements
mécaniques sont très divers et il “dimensionne” ces objets en fonction de ces comporte-
ments et des propriétés recherchées pour l’objet. (Il doit aussi concevoir les procédés pour
fabriquer ces matériaux et les mettre dans la forme requise par l’application envisagée,
faisant appel ici encore au comportement mécanique des matériaux).

Mais au fait, qu’entend-t-on par comportement mécanique des matériaux ? Si l’on peut
donner une réponse intuitive à cette question, cette dernière n’est guère satisfaisante par
son manque de précision. En effet, le comportement évoque des notions communes, comme
la dureté, la souplesse etc. Cependant, si l’on se comprend à peu près dans le langage cou-
rant, en utilisant ces termes, c’est uniquement parce que nous parlons vite. Mais pour être
utiles à l’ingénieur ces termes doivent correspondre à une définition bien plus précise, de
nature mathématique. On pourrait préciser un peu les choses et définir le comportement
comme une relation spécifique au matériau en question, qui relie les efforts appliqués et
la réponse en déformation (ces deux dernières notions étant prise dans un sens très large).
Cependant, en y réfléchissant, on comprend vite que même cette définition est trop impré-
cise, et que le problème de définir ce qu’est un comportement ne prend un sens clair que
dans le cadre de la construction d’un modèle mécanique mathématisé, pour la famille des
objets envisagés. Ainsi l’ingénieur doit en premier lieu inventer une description du monde
et de la famille des objets qui l’intéressent, adaptée à son action de conception.

Il est tout d’abord interpelé par la nature géométrique de ces objets. Ainsi il ne verra
pas de la même façon un objet très allongé de type poutre ou arc, dont une des dimensions
est bien supérieure aux autres, un objet plutôt de type surfacique, comme une plaque, une
coque ou un objet massif étendu dans les trois dimensions de notre espace. Il cherche
ensuite à proposer une disposition pertinente de la matière dans le domaine définit par le
choix géométrique précédent.

Bien sûr dans un objet banal, il considérera que chaque point du domaine est occupé
par une particule, mais il prendra vite conscience que ce point de vue est inadapté à la
description d’un sol saturé par exemple, si l’on ne veut pas entrer dans une description à
trop petite échelle de l’objet considéré. Il inventera alors un modèle de matière dans lequel
plusieurs particules de types différents peuvent cohabiter au même point.

Il se posera enfin la question de la nature de ces particules qui doivent être disposées
dans le domaine décrivant l’objet. Abandonnant si nécessaire la description de sa famille
d’objets à l’aide de particules ponctuelles, il pourra considérer celles-ci comme des micro-
objets rigides voire déformables. C’est notamment le cas pour les objets élancés rigides en
flexion, dans lesquels la rotation relative des sections voisines (variation de courbure) est
le phénomène prépondérant d’un point de vue mécanique.

Ainsi, avant de parler de comportement de matériau, il est nécessaire d’avoir une com-
préhension approfondie de ce qu’est un modèle de mécanique et c’est l’objet du deuxième
chapitre, via l’exposé d’une méthode générale de modélisation en mécanique de donner
au lecteur cette compréhension.

1. Je vous laisse le plaisir de découvrir seul qui est Moradin, être bien sympathique pour les ingénieurs.
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Les modèles de mécanique étant nombreux, il est nécessaire d’en choisir un pour avan-
cer dans la description de ce que peut être un comportement mécanique de matériaux.
Nous retiendrons le modèle conceptuellement le plus simple et dont le domaine de per-
tinence est très étendu. Il s’agit de la mécanique des milieux continus tridimensionnels,
classique dites aussi mécanique des milieux de Cauchy. Les concepts de déformations et
d’efforts intérieurs seront donc construits dans le cadre de ce modèle et les équations
d’équilibre seront établies. Cela fera l’objet du chapitre trois. Tous les concepts seront éta-
blis dans le cadre théorique des grandes transformations puisque ce sont ces concepts qui
sont nécessaires pour l’activité de l’ingénieur concepteur en génie mécanique.

Il sera alors possible, au chapitre quatre ,d’étudier l’écriture générale des comporte-
ments (ce qu’on appelle plus techniquement les relations constitutives) dans les milieux
de Cauchy. Pour cette étude nous aurons recours à une analyse thermodynamique des
processus de déformations. Nous établirons ainsi qu’un comportement de matériau ne
peut pas se limiter à une relation entre l’histoire de la déformation locale et l’histoire de la
contrainte, mais qu’il est nécessaire de faire intervenir d’autres grandeurs, dites constitu-
tives, dont plusieurs de nature thermodynamique. Ensuite, nous montrerons comment les
principes de la thermodynamique et un principe dit “d’indifférence matérielle” limitent les
libertés pour écrire ces comportements.

Une fois ces bases établies, il est alors possible d’étudier des familles particulières de
matériaux comme les élastomères, les métaux, les céramiques, etc.et d’établir les relations
mathématiques exprimant leur comportement dans le cadre de la mécanique des milieux
de Cauchy. Ceci sera développé au deuxième tome de ce cours. Ces développements sont
précédés d’un premier chapitre présentant très sommairement l’origine physique de la co-
hésion de la matière et la classification des matériaux qui en résulte.

Responsabilité des ingénieurs

Sécurité

Morale des ingénieurs

Pensée méthodique et scientifique
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Chapitre 1

Classification des matériaux
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1.1.1 Liaisons fortes ou inter-atomiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.2 Liaisons faibles ou inter-moléculaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 La classification classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Les comportements classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 Le comportement typique des céramiques : élastique endommageant 19

1.3.2 Le comportement typique des métaux : élastoplasticité . . . . . . . . . 21

1.3.3 Le comportement typique des polymères : viscoélasticité . . . . . . . . 23

1.4 La classification ingénieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5 Les bases de données matériaux et propriétés dusage . . . . . . . . . . . . . 27

1.6 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.7 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Les ingénieurs en génie mécanique ont besoin, pour travailler, d’utiliser des matériaux
spécifiques à leurs besoins, parmi de très nombreux matériaux. Pour donner une structure
et offrir des outils efficaces d’aide à la décision, les matériaux doivent être classés. Une
idée commune et naturelle, pour classer les matériaux, consiste à prendre en compte la
nature physique des liaisons internes, assurant la cohésion de la matière à l’échelle ato-
mique. La nature de ces liaisons a d’ailleurs, comme on peut s’y attendre, une influence
déterminante sur le type de comportement macroscopique du matériau. Dans ce chapitre,
consacré à la classification des matériaux, nous verrons tout d’abord, dans un premier pa-
ragraphe, une description succincte des forces à l’origine de la cohésion de la matière à
l’échelle atomique. Cette présentation simple ne se substitue évidemment pas à un cours
de chimie, mais présente une vision idéalisée minimale pour les ingénieurs en génie mé-
canique. Dans le deuxième paragraphe nous présenterons la classification classique des
matériaux construite à partir de ces différentes forces. Dans le troisième paragraphe nous
étudierons les principaux types de comportement de matériaux et la relation entre ces
types de comportement et la famille de matériaux considérée. Dans le quatrième para-
graphe nous présenterons une variante de la classification classique, appelée classification
ingénieur, mieux adaptée à l’usage, en particulier, de l’ingénieur concepteur. Enfin, dans
le cinquième et dernier paragraphe nous présenterons l’information qu’il est possible de
trouver dans les bases de données de matériaux, et notamment les propriétés d’usage in-
dispensables au choix des matériaux dans les opérations de conception des objets et pro-
duits.

1.1 Les forces à l’origine de la cohésion de la matière

La matière est constituée d’atomes liés entre eux par des liaisons inter-atomiques de
nature principalement électrostatique. On distingue les liaisons fortes dont l’énergie de
liaison est supérieure à 50 kJoules/mole et les liaisons faibles dont l’énergie de liaison peut
varier de 4 à 50 kJoules/mole (où 1 mole'6.022×1023 éléments). Les premières liaisons
peuvent résister à des températures relativement élevées (Tc de 1000 K à 5000 K), alors
que les secondes liaisons sont détruites à des températures beaucoup plus faibles (Tc de
100 K à 500 K).

1.1.1 Liaisons fortes ou inter-atomiques

Nous distinguons trois types de liaisons fortes :

• Les liaisons ioniques

• Les liaisons covalentes

• Les liaisons métalliques

Liaisons ioniques ou électro-covalentes

Prenons un exemple : la liaison ionique (ou électro-covalente) dans le chlorure de so-
dium. Considérons un atome de sodium isolé Na. Il contient 11 électrons dont un électron
isolé sur sa couche de valence (i.e., couche externe). Celui-ci peut assez facilement être
arraché (on parle de cation) si l’on fournit une énergie de 5,14 eV (potentiel d’ionisation)
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(1 eV'1,602×10−19 Joules), soit environ 500 kJ/moles. Considérons maintenant un atome
de chlore Cl. Il contient 17 électrons dont 7 sur la couche de valence. La règle de l’octet
traduit le fait qu’un atome a tendance à être plus stable (i.e., plus bas en énergie) si sa
couche de valence est du même type que le gaz noble le plus proche dans la classification
périodique des éléments. Ainsi, cet atome peut absorber un électron supplémentaire (on
parle d’anion) sur cette couche de valence pour en totaliser huit, et ainsi baisser en éner-
gie de 4,02 eV (i.e., électro-affinité de 4,02 eV), soit environ 390 kJ/moles. Rappelons que
l’électro-affinité est, par définition, l’opposé de l’énergie à fournir pour attacher un nouvel
électron à l’atome en phase gazeuse. Cependant, on constate qu’il est nécessaire d’appor-
ter 5.14 eV à l’atome de Na pour utiliser cet électron et baisser l’énergie de l’atome de Cl. Le
bilan n’est donc à première vue pas intéressant pour le système d’atomes Na-Cl. Mais, les
ions Na+ et Cl – ainsi créés, étant de charges opposées, sont soumis à une force d’attraction
mutuelle de nature électrostatique. Le potentiel de cette force d’attraction est en 1/r où r
est la distance entre les centres hypothétiques de ces ions. L’énergie du système diminue
donc si les deux ions se rapprochent. Lorsque les deux ions sont suffisamment proches,
l’influence des deux nuages d’électrons entourant les noyaux des ions se fait sentir sous la
forme d’une force répulsive, à croissance très rapide si l’on continue à rapprocher les deux
ions (cf. figure 1.1). On comprend ainsi qu’une paire d’ions va se placer à une distance rela-
tive r0, optimale du point de vue énergétique. Pour un grand nombre d’atomes, les ions se
placent selon une grille régulière, qu’on appelle un cristal et qui est également optimale du
point de vue énergétique en considérant toutes les interactions électrostatiques. Le bilan
énergétique global est alors négatif (réaction exothermique), ce qui assure la cohésion de
l’assemblage d’ions ainsi réalisé. Donnons par exemple le bilan énergétique global lorsque
l’on fait agir du gaz dichlore Cl2 sur du sodium solide Na. La réaction s’écrit : Na(sol)+ +
1
2 Cl2(gaz) −−→ (Na+, Cl – )(sol) + 4.26eV. L’énergie de 4,26 eV (soit environ 410 kJ/moles)
émise lors de cette réaction est en relation avec la “solidité” de la liaison inter-atomique.
En considérant les valeurs du potentiel d’ionisation du sodium (énergie à fournir 5,14 eV)
et l’électro-affinité du chlore (baisse d’énergie de 4,02 eV), on constate que c’est essentiel-
lement la variation du potentiel électrostatique, associé à la variation de la distance entre
les ions, qui assure la cohésion de la molécule NaCl solide, (cf. figure 1.2).

Ce qui vient d’être vu, très schématiquement, à propos du chlorure de sodium peut
être généralisé à tout solide constitué d’un assemblage d’ions. Le bilan énergétique fait
apparaître trois termes.

1) Une énergie liée au processus d’ionisation de chaque atome

2) Une énergie liée au potentiel d’attraction électrostatique entre les ions dont les charges
sont de signe différent

3) Une énergie liée au potentiel de répulsion électrostatique des nuages électroniques
des deux ions, dont l’effet n’est sensible que lorsque les deux ions sont très proches.

Le premier terme 1) peut être déterminé à l’aide du tableau des variations des potentiels
d’ionisation et d’électro-affinité (cf. figure 1.3). Il suffit de faire la différence entre le poten-
tiel d’ionisation de l’atome qui cède un électron et l’électronégativité de l’atome qui ab-
sorbe un électron. Bien entendu certains atomes cèdent ou absorbent plusieurs électrons
pour compléter leur couche de valence selon la règle de l’octet, il faut alors considérer
les potentiels d’ionisation successifs (chaque électron cédé ou absorbé fait intervenir une
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énergie différente). Le second terme 2) correspond à un potentiel attractif (négatif) en 1/r .
Le dernier terme 3) correspond à un potentiel répulsif (positif) en 1/r n avec n pouvant
varier suivant les détails de l’assemblage entre 7 et 10. Le potentiel combinant les contri-
butions 2) et 3) s’écrit donc :

U =Ui − q2

4πϵ0 r︸ ︷︷ ︸
Attraction

+ β

r n︸︷︷︸
Répulsion

, (7 < n < 10) (1.1)

Où q est la charge portée par chaque ion exprimée en Coulomb, ϵ0 est la permittivité du
vide valant ϵ0 ' 8.85×10−12 kg−1.m−3.A2.s4 (F.m−1), et β est une constante liée au phéno-
mène de répulsion des nuages d’électrons des ions, exprimée en Jmn par liaison. Si l’on
trace ce potentiel en fonction de la distance inter-ions r , on constate comme évoqué plus
haut, qu’il existe une distance optimale r0 donnant la distance inter-ions en l’absence d’ex-
citation ou de force extérieure (cf. figure 1.1).
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FIGURE 1.3 – Potentiel d’ionisation (bleu) et électro-affinité en eV pour divers éléments chimiques.
Pour une paire d’atome la différence entre le potentiel d’ionisation et l’électro-affinité représente
le coût énergétique associé à l’émission/absorption de l’électron (ce coût est largement compensé
par le gain énergétique associé à l’interaction électrostatique qui résulte du processus).

Liaisons covalentes

Certains atomes mettent en commun des doublets d’électrons. Ce processus énergé-
tiquement favorable diminue l’énergie interne de l’assemblage assurant la cohésion de
celui-ci. C’est la liaison covalente. Sans entrer dans les détails, une liaison covalente se
produit généralement entre deux non-métaux dont l’électronégativité est similaire. L’élec-
tronégativité d’un atome est une grandeur physique qui caractérise sa capacité à attirer
les électrons lors de la formation d’une liaison chimique avec un autre atome. Si on prend
l’exemple de la molécule de dihydrogène, chaque atome d’hydrogène, qui la compose, a un
électron sur sa couche de valence et gagnerait en stabilité en absorbant un électron, ren-
dant similaire sa couche de valence à celle d’un atome d’hélium particulièrement stable
(i.e., règle du duet, qui est l’équivalent de la règle de l’octet). Les deux atomes attirent
de manière similaire les électrons de l’autre atome, car leurs électronégativités sont simi-
laires (et même identiques pour le cas de deux atomes identiques, comme pour la mo-
lécule de dihydrogène). Il est résulte une zone de concentration du nuage électronique
de sorte que l’on dit que les atomes ont mis en commun un électron de leur couche de
valence. Même si l’ensemble est de charge globalement neutre (les charges électroniques
négatives compensent les charges positives du noyau), cette concentration du nuage élec-
tronique localise en partie la charge négative et crée donc un léger déséquilibre dans la
répartition des charges, ce qui une fois encore crée une force électrostatique. On présente
quelques exemple schématiques à la figure 1.4. Cependant le déséquilibre des charges due
à la concentration du nuage électronique entre les deux atomes, crée une force électro-
statique entre des charges partielles, c’est-à-dire inférieures à la charge d’un électron. On
comprend alors pourquoi la liaison covalente est en général moins forte que la liaison io-
nique (ou électro-covalente). On peut également comprendre la liaison électro-covalente,
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comme un cas particulier de liaison covalente, où un atome a une électronégativité bien
supérieure à celle de l’autre atome et attire ainsi complètement l’électron de l’autre atome
sur sa couche de valence. Dans ce cas, le déséquilibre est alors d’une charge complète et
non plus partielle.

Il faut également noter que dans le cas d’une liaison covalente, si les atomes qui se lient
ne sont pas identiques, leur électronégativité n’est plus identique et l’un des deux atomes
concentre davantage vers lui le nuage électronique, c’est-à-dire schématiquement que la
mise en commun du ou des électrons se localise plus près de l’atome le plus électronégatif.
On voit donc que le déséquilibre de charge n’est plus symétrique entre les atomes, ce qui
polarise la molécule et est à l’origine de la forme de cette dernière, comme c’est le cas pour
la molécule d’eau H2O. Une fois encore, on peut caractériser la force électrostatique issue
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FIGURE 1.4 – Liaisons covalentes.

de la liaison covalente par un potentiel d’interaction. Ce dernier à la forme suivante :

U =Ui − α

r m︸︷︷︸
Attraction

+ β

r n︸︷︷︸
Répulsion

,
(10 < n < 12)
(6 < m < 10)

(1.2)

Cette énergie est minimale pour une certaine configuration géométrique entre les diffé-
rents atomes de la molécule en l’absence d’excitation ou de force extérieure. Si l’on n’a
que deux atomes identiques l’énergie est minimale pour un distance r0 donnant la dis-
tance entre ces atomes sans forces extérieures.
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Liaisons métalliques

La liaison métallique définit les atomes qu’on appelle des métaux. La cohésion de cette
liaison est également de nature électrostatique. La liaison métallique se produit pour des
atomes très peu électronégatifs, qui n’ont que quelques électrons sur leur couche de va-
lence. La liaison est schématiquement due au fait que ces atomes laissent en libre circula-
tion leurs électrons de valence pour former un gaz d’électrons libres entre les ions positifs
(cations) ainsi formé par la pertes des électrons de valence. Les forces électrostatiques qui
résultent de l’interaction entre le gaz d’électrons libres et le réseau de cations (en géné-
ral très bien ordonné sont forme de cristal) assure la cohésion de la liaison. C’est aussi
ce gaz d’électron libre qui explique la nature conductrice du courant électrique des mé-
taux. On présente schématiquement la liaison métallique pour l’aluminium à la figure 1.5.
Un fois encore la distance inter ions métalliques (ou plus précisément la forme du réseau

Al

+13

+13

Al3+

+13

+13+13

+13+13

+13

Gaz d'éléctrons libres

FIGURE 1.5 – Liaison métallique pour l’aluminium.

cristallin) sera donnée, en l’absence d’excitation ou de force extérieure, par le minimum
d’une énergie interne composée principalement d’une partie attractive (négative) associée
à la création du nuage d’électron et d’une partie répulsive (positive) liée à la présence des
nuages électroniques des couches internes de chaque ion. La forme de cette énergie in-
terne en fonction de la distance inter atomique est similaire à ce que nous avons vu dans
les cas précédents. Notons que, dans le tableau de la classification périodique des éléments
de Mendeleïev, une très grande majorité d’éléments sont des métaux (cf. figure 1.6). Les 7
principaux métaux utilisés dans les structures, produits et objets actuels sont le magné-
sium Mg, l’aluminium Al, le titane Ti, le fer Fe, le nickel Ni, le cuivre Cu et le zinc Zn.
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Tableau périodique de MendeleevGroupe

Période

nom de l'élément (gaz, liquide ou solide à 0°C et 101,3 kPa)
numéro atomique
symbole chimique

masse atomique relative [ou celle de l'isotope le plus stable]

Métaux

Alcalins
Alcalino-
terreux Lanthanides Actinides

Métaux de
transition

Métaux
pauvres Métalloïdes

Non métaux

Autres
non-métaux Halogènes Gaz nobles Non classés primordial

désintégration
d'autres

éléments
synthétique

Hydrogène Hélium

Lithium Béryllium Bore Carbone Azote Oxygène Fluor Néon

Sodium Magnésium Aluminium Silicium Phosphore Soufre Chlore Argon

Potassium Calcium Scandium Titane Vanadium Chrome Manganèse Fer Cobalt Nickel Cuivre Zinc Gallium Germanium Arsenic Sélénium Brome Krypton

Rubidium Strontium Yttrium Zirconium Niobium Molybdène Technétium Ruthénium Rhodium Palladium Argent Cadmium Indium Étain Antimoine Tellure Iode Xénon

Césium Baryum Lanthanides

Lanthane Cérium Praséodyme Néodyme Prométhium Samarium Europium Gadolinium Terbium Dysprosium Holmium Erbium Thulium Ytterbium Lutécium

Hafnium Tantale Tungstène Rhénium Osmium Iridium Platine Or Mercure Thallium Plomb Bismuth Polonium Astate Radon

Francium Radium Actinides

Actinium Thorium Protactinium Uranium Neptunium Plutonium Américium Curium Berkélium Californium Einsteinium Fermium Mendélévium Nobélium Lawrencium

Rutherfordium Dubnium Seaborgium Bohrium Hassium Meitnérium Darmstadtium Roentgenium Copernicium Nihonium Flérovium Moscovium Livermorium Tennesse Oganesson

FIGURE 1.6 – Classification périodique des éléments.

1.1.2 Liaisons faibles ou inter-moléculaires

Nous avons vue les liaisons entre atomes qui permettent de former des cristaux ou des
molécules. Dans cette section, nous introduisons très sommairement les liaisons faibles
entre différentes molécules, dont les deux types principaux sont :

• La liaison de Van der Waals

• La liaison hydrogène

Liaison de Van der Waals

Les charges électriques portées par un atome ou une molécule sont globalement neutres,
les charges négatives, portées par l’assemblage, équilibrant les charges positives. Cepen-
dant, cet assemblage de charge globalement apolaire dans le temps, n’est pas forcément à
symétrie sphérique à un instant donnée, ce qui entraîne l’apparition d’un moment dipo-
laire du fait de la répartition locale des charges négatives par rapport aux charges positives.
Ce moment dipolaire crée ainsi un champ électrique, ce qui peut entraîner un léger dépla-
cement des charges dans un assemblage moléculaire voisin, avec l’apparition éventuelle
d’une dissymétrie des charges et donc d’un moment dipolaire. Nous parlons alors de mo-
ment dipolaire induit. Les deux dipôles ainsi créés s’attirent et l’énergie du système est,
une fois encore, fonction de la distance entre les centres. Ce processus est résumé à la fi-
gure 1.7, où δ+ et δ− symbolisent des charges partielles comme évoquées pour la liaison
covalente en section 1.1.1. L’attraction dipolaire a une énergie en 1/r 6. Les nuages élec-
troniques vont se repousser une fois encore, avec une énergie en 1/r n , avec bien souvent
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n = 12. On a donc un potentiel de la forme :

U =Ui − α

r 6︸︷︷︸
Attraction

+ β

r n︸︷︷︸
Répulsion

, (n ' 12) (1.3)

Cette liaison dipolaire a une énergie beaucoup plus faible que celles des liaisons fortes
vues précédemment, mais elle joue un rôle déterminant dans le comportement macro-
scopique de nombreux matériaux.

Statistiquement

appolaire dans le temps

Moment dipolaire

instantanné

δ+ δ-

Moment dipolaire induit 

par champ électrique

δ+ δ- δ+ δ-

Interaction électrostatique

FIGURE 1.7 – Liaison de Van der Waals.

Liaison hydrogène

La liaison hydrogène est, elle aussi, d’origine électrostatique. L’hydrogène engagé dans
une liaison covalente avec un autre atome plus électronégatif que lui, partage avec celui-ci
son seul électron, “découvrant” ainsi, à l’opposé de cette liaison, un noyau chargé posi-
tivement, susceptible d’attirer des charges négatives concentrée près des atomes les plus
électronégatifs des molécules voisines. La liaison hydrogène est illustrée pour des molé-
cules d’eau H2O à la figure 1.8 où les traits plein symbolisent des liaisons covalentes et les
traits en pointillés symbolisent les liaisons hydrogènes issues de l’interaction électrosta-
tique entre une charge partielle positive δ+ (à l’opposé de la liaison covalente entre l’atome
hydrogène et l’atome d’oxygène), et les charges partielles négatives 2δ− portées par l’atome
d’oxygène d’une molécule voisine. Par exemple on donne à la figure 1.9, l’exemple du Kev-
lar, un polymère formé de longues chaînes moléculaires issues de liaisons covalentes, at-
tachées entre elles par des liaisons hydrogènes.

Bien que l’énergie de ces liaisons ne soit pas aussi importante que celle des liaisons
fortes, on voit bien, sur l’exemple précédent, l’importance considérable qu’elles peuvent
avoir en permettant la constitution d’un réseau bi ou tridimensionnel à partir de chaînes
carbonées unidimensionnelles.
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FIGURE 1.8 – Liaison hydrogène

Kevlar

FIGURE 1.9 – Schéma du Kevlar. Les traits pleins sont des liaisons covalentes, et les traits en poin-
tillés sont les liaison hydrogènes, toutes les intersections sont des atomes de carbone qui sont omis
pour la lisibilité. Les traits pleins en gras représentent la cellule de base (monomère) du polymère.

Résumé

• Les liaisons à l’origine de la cohésion de la matière sont des phénomènes de nature élec-
trostatique.

• Il existe trois types liaisons fortes : liaison ionique, liaison covalente, liaison métallique.

• Les liaisons faibles ont, elles aussi, une grande importance pour le comportement ma-
croscopique des matériaux.

• Lénergie interne de ces liaisons peut sexprimer, en fonction de la distance entre les élé-
ments liés, par une expression de la forme :

U =Ui − α

r m︸︷︷︸
Attraction

+ β

r n︸︷︷︸
Répulsion
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1.2 La classification classique

La classification classique des matériaux est basée sur la nature de la liaison forte as-
surant la cohésion de la matière. Il y a donc classiquement trois familles de matériaux :

• Les céramiques associées à la liaison ionique

• Les polymères associés à la liaison covalente

• Les métaux associés à la liaison métallique

Cependant, de plus en plus souvent lingénieur utilise des assemblages de matériaux de
familles différentes. On parle alors de matériaux composites (en utilisant ce mot dans un
sens très général). Les matériaux composites sont alors considérés comme une quatrième
famille (cf figure 1.10).
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FIGURE 1.10 – Classification classique des matériaux et composites.

Le professeur Ashby a tenté destimer la répartition de lutilisation des grandes familles
de matériaux par les hommes à travers les âges [1]. Le schéma proposé figure 1.11 est ins-
piré de son travail pour donner une idée générale. On voit qu’avant le 19ième siècle les ma-
tériaux disponibles étaient dominés par des polymères naturels tels que le bois ou le caou-
tchouc et des céramiques naturelles telles que la pierre, les ciments à base de cendres etc.
Les années 1960 ont été celles de l’exploitation des métaux, par leur diversification via des
alliages répondant à des contraintes de conception de plus en plus extrêmes. La tendance
actuelle est une diversification des matériaux disponibles dans les différentes classes, no-
tamment l’apparition de très nombreux polymères de synthèse et des céramiques tech-
niques, ainsi que divers composites issus de l’hybridation entre différents matériaux.

Si cette classification est très utile aux ingénieurs pour catégoriser les matériaux, c’est
avant tout parce qu’elle correspond plus ou moins aux grandes typologies de comporte-
ment de matériaux. En effet, puisque la nature des liaisons chimiques à l’origine de a co-
hésion de la matière ; ne sont pas les mêmes pour les différentes classes de matériaux, il

17



est attendu que les comportements macroscopiques soient différents. À cela s’ajoute le fait
que les procédés de fabrication des différentes classes de matériaux sont en général très
différents, ce qui a aussi une influence sur l’arrangement de la matière à l’échelle micro-
scopique et donc une influence sur le comportement macroscopique. Dans le paragraphe
suivant, nous allons donc présenter de manière schématique et synthétique ces différents
types de comportement, en mettant l’accent sur les classes de matériaux qu’il faut avoir
en tête pour chacun d’entre eux et les spécificités de chacun (irréversibilité etc.).
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FIGURE 1.11 – Évolution de l’utilisation des matériaux au cours du temps.

Résumé

Il existe classiquement trois familles de matériaux :

• Les céramiques associées à la liaison ionique

• Les polymères associés à la liaison covalente

• Les métaux associés à la liaison métallique

1.3 Les comportements classiques

Afin de fixer les idées générales, nous allons présenter brièvement les grandes carac-
téristiques des comportements des matériaux en fonction de leur famille dappartenance.
Comme létude du comportement des matériaux est le sujet principal de ce cours, nous
aurons loccasion dans les chapitres suivants de revenir en détails et avec un formalisme
rigoureux sur les points qui seront évoqués ci-dessous. Pour simplifier lexposé des pre-
mières notions, sommairement abordées dans ce chapitre, nous nous placerons dans le
cadre dun comportement uniaxial (essai de traction simple) en petites déformations et
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nous présenterons donc des “courbes de comportements typiques” en donnant les ca-
ractéristiques principales de ces courbes avec les concepts et vocabulaires associés. En
abscisse de ces courbes nous avons la “déformation uniaxiale” ε, que nous définirons ici
comme le rapport entre la variation de longueur dune éprouvette de traction ∆l , et la lon-
gueur initiale de léprouvette l0 (c’est-à-dire ε = ∆l/l0). En ordonnée de ces courbes nous
avons la “contrainte uniaxiale” σ, que nous définirons ici comme le rapport entre la force
de traction F exercée sur léprouvette et la section initiale de cette éprouvette S0 (c’est-à-
dire σ= F /S0). Ces concepts de déformation et de contrainte seront vus de manière beau-
coup plus rigoureuse et détaillée dans les prochains chapitres. Pour lutilisation que nous
devons en faire ici, une compréhension superficielle de ces deux concepts est suffisante.
Nous verrons successivement :

• Le comportement typique des céramiques

• Le comportement typique des métaux

• Le comportement typique des polymères

Notez que nous avons changé lordre dapparition des différentes familles de matériaux.
Ceci est du au fait que, aux températures habituelles, les céramiques et les métaux ex-
hibent des comportements ne faisant pas intervenir le temps physique, au contraire des
polymères qui ont un comportement dont la nature visqueuse ne peut fréquemment pas
être négligée. Lobjectif principal de ce paragraphe est dintroduire les principales notions
de comportement et le vocabulaire associé.

1.3.1 Le comportement typique des céramiques : élastique endomma-
geant

Le comportement des céramiques est en général élastique endommageant, comme
montré à la figure 1.12. Lorsque lon exerce une traction sur une éprouvette extraite d’un
matériau céramique, on constate tout dabord un allongement proportionnel à la contrainte
de traction. Si lon diminue leffort de traction on constate que la déformation diminue de
manière complètement réversible. Ceci correspond à un comportement élastique repré-
senté sur la figure 1.12 par la droite bleue de pente plus raide sur de la courbe dessai. La
pente de cette partie linéaire est le module dYoung initial Eini du matériau.

Au-delà dune certaine déformation on constate que le niveau de la contrainte diminue
rapidement (partie rouge de la courbe figure 1.12). Ceci est dû à une micro-fissuration du
matériau. On dit que le matériau sendommage. Si lon diminue la déformation à partir dun
point quelconque de cette courbe, on constate que la relation entre la contrainte et la dé-
formation redevient linéaire avec une pente plus faible que celle du matériau vierge initial
(partie linéaire bleue de pente plus faible sur la courbe figure 1.12). Si après avoir partiel-
lement déchargé sur cette courbe on recharge, c’est-à-dire si lon augmente à nouveau la
déformation, on constate tout dabord que lon remonte sur la courbe le long de la droite
bleue de plus faible pente. Cette partie du comportement est donc élastique réversible,
mais avec une pente plus faible que celle de la partie élastique initiale. Lendommagement
entraîne donc une diminution du module dYoung Eact actuel du matériau. Lorsque lon
atteint le niveau de déformation maximal avant décharge, on constate que la contrainte
recommence à diminuer dans le prolongement de la courbe dendommagement initiale.
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On interprète ceci en disant que lendommagement croit (la micro-fissuration progresse).
Bien évidemment pour obtenir la courbe figure 1.12 il a fallu contrôler soigneusement les-
sai en pilotant la déformation. En effet, lorsque l’on commence à micro-fissurer l’éprou-
vette, le risque est que cette micro-fissuration ne se produisent pas de manière homogène
dans toute l’éprouvette mais dans une zone réduite. Or comme nous l’avons vu, dans cette
zone la raideur du matériaux (i.e., le module d’Young) diminue, ce qui conduit à localiser la
déformation imposée dans cette zone et décharger le reste de l’éprouvette. La réponse en
force globale sur la machine d’essai n’est alors plus le reflet du seul matériau, mais aussi de
la manière dont les contraintes sont réparties dans l’éprouvette. On dit que l’on n’a plus un
essai de matériau, mais un essai de structure. La contrainte simplement calculée comme
le rapport de la force globale mesurée F sur la surface initiale de l’éprouvette S0 n’a alors
plus de sens. C’est pourquoi cet essai est particulièrement difficile pour assurer une bonne
homogénéité de la micro-fissuration (qui dépend de facteurs en partie aléatoires du fait
des hétérogénéités internes à la structure microscopique du matériau).

On définit une grandeur caractéristique de lendommagement du matériau par :

D = 1− Eact

Eini
(1.4)

Elasticité

Endommagement

σ

ε
FIGURE 1.12 – Comportement schématique élastique endommageant.

Si nous avions contrôlé l’essai en contrainte (en mesurant l’allongement ∆l ), ce qui est
le plus facile à réaliser et le plus courant dans les laboratoires d’essais, léprouvette se serait
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rompue après que lon ait atteint le maximum de la contrainte sur la courbe figure 1.12.
En effet, on voit que cette contrainte est un maximum pour le matériau, en pilotant en
contrainte on aurait essayé de dépasser cette contrainte, ce qui aurait permis à des micro-
fissures de se propager brutalement pour rompre l’éprouvette. On dit que les céramiques
sont des matériaux élastiques fragiles. La grandeur caractérisant la capacité d’un matériau
à propager brutalement une fissure (rupture fragile) se nomme la ténacité K IC exprimée
dans une unité hybride le MPa.m1/2. Cette unité n’est réellement compréhensible qu’après
avoir suivi un cours de mécanique de la rupture, ce qui interviendra au second semestre.
Nous ne nous étendons donc pas sur ce point ici.

1.3.2 Le comportement typique des métaux : élastoplasticité

Lorsque lon exerce une traction sur une éprouvette d’un matériau métallique, on constate
tout dabord un allongement proportionnel à la contrainte de traction. Si lon diminue lef-
fort de traction on constate que la déformation diminue de manière réversible. Ceci cor-
respond à un comportement élastique représenté sur la figure 1.13 par la première droite
bleu de la courbe dessai. La pente de cette partie linéaire est le module dYoung initial du
matériau. Au-delà dune certaine déformation on constate que la relation contrainte défor-

Elasticité

Plasticité
σ

ε
εp

σY
σY
0

1

FIGURE 1.13 – Comportement schématique élastoplastique.

mation nest plus linéaire (partie rouge de la courbe d’essai figure 1.13). Ceci est dû à une
plastification du matériau, c’est-à-dire pour les métaux un mécanisme de glissement des
plans atomiques, que nous verrons plus en détails au chapitre ?? portant sur les origines
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physiques de la plasticité. Si lon diminue la déformation à partir dun point quelconque
de la courbe d’essai, on constate que la relation entre la contrainte et la déformation de-
vient affine avec une pente identique à celle du matériau initial (deuxième droite bleu sur
la courbe figure 1.13). Si après avoir partiellement déchargé sur cette courbe on recharge,
c’est-à-dire si lon augmente à nouveau la déformation, on constate tout dabord que lon
remonte sur la courbe le long de la droite en bleu. Cette partie du comportement est
donc élastique réversible, avec une pente identique à celle de la partie élastique initiale. La
plastification nentraîne donc pas une évolution du module dYoung du matériau. Lorsque
lon atteint le niveau de déformation maximal avant décharge, on constate que la courbe
contrainte déformation change à nouveau de pente et prolonge la courbe de plasticité ini-
tiale (partie rouge de la courbe figure 1.13). Pour obtenir cette courbe d’essai on peut soit
contrôler lessai en pilotant la déformation, soit en contrôlant la contrainte puisque celle-ci
est croissante dans toute la partie qui présente un intérêt. Bien sûr, si lon continue lessai
on finit par rompre léprouvette.

La courbe d’essai figure 1.13 est idéalisée pour présenter les concepts, le plus simple-
ment possible. Nous présentons à la figure 1.14 une courbe dessai pouvant correspondre à
un métal réel. On constate que la courbe a une forme plus complexe, mais pour lessentiel

Elasticité

Plasticité
Ecrouissageσ

ε

σY0.1%

0.1%

σY

E module d'Young

σm

Résistance 
à la traction

Striction
Adoucissement

Fracture finale
n

n

εRp
Déformation plastique

 après rupture

FIGURE 1.14 – Comportement élastoplastique typique d’un métal.

on peut distinguer encore la partie élastique réversible et la partie plastique de la courbe.
La figure présente un certain nombre de concepts définis dans les normes dessais de ma-
tériaux métalliques. Le concept le plus important est celui de limite délasticité. Il sagit du
niveau de contrainte à partir duquel il y a apparition de la plasticité et perte de la linéa-
rité de la courbe déformation-contrainte. Cette limite délasticité est difficile à déterminer
pratiquement, car dans les essais réels, contrairement à ce que nous avons sur la courbe
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idéalisée, la perte de linéarité nest pas brutale, mais se fait continûment. Les ingénieurs
utilisent alors le concept de limite délasticité conventionnelle. Celle-ci correspond à lin-
tersection de la courbe dessai avec une droite parallèle à la pente initiale, mais passant à
contrainte nulle par le point dabscisse de déformation 0,1% (0,001). Le plus souvent cette
limite délasticité conventionnelle est très proche de la limite délasticité réelle et convient
parfaitement pour les applications en conception des structures.

Deux autres concepts ont une certaine importance pour le choix des matériaux à uti-
liser dans une application. Le premier est celui de résistance à la traction. Il correspond
au maximum de contrainte que peut subir le matériau. Généralement après avoir atteint
ce point lors de lessai, la déformation se localise dans une partie de léprouvette pendant
que le reste de léprouvette se décharge élastiquement. On dit quil y a striction. Le second
concept assez souvent utilisé est celui de déformation plastique après rupture donnant
une indication de la déformabilité plastique du matériau, utile pour sa mise en forme. En
effet, si cette limite est élevée, on peut imaginer que lors dun processus demboutissage par
exemple, il sera possible datteindre un niveau de déformation plastique important avant
la déchirure de la plaque mise en forme. Nous étudierons dans au chapitre ?? les origines
physiques de ces comportements et aux chapitres ?? et 4 le formalisme qui permet décrire
les comportements élastoplastiques avec une grande généralité.

1.3.3 Le comportement typique des polymères : viscoélasticité

Il y a, aux températures courantes habituelles, une différence principale entre le com-
portement des polymères et celui des céramiques ou des métaux. Pendant les essais précé-
demment décrits sur les matériaux céramiques ou métalliques, il était implicitement admis
que si lon fixait, à un instant donné la contrainte (resp. la déformation) dans léprouvette, la
déformation (resp. la contrainte) névoluait pas. Ainsi le temps physique n’intervenait pas
dans le comportement. Cette propriété nest plus vraie pour les matériaux polymères et si,
par exemple, après un chargement piloté en contrainte, nous maintenons celle-ci à la va-
leur σ0, nous constatons que la déformation continue à évoluer. On dit quil y a un fluage
de léprouvette, comme on le voit à la figure 1.15. Réciproquement, après un chargement
piloté en déformation, si nous maintenons la déformation constante à une valeur ϵ0, nous
constatons que la contrainte continue d’évoluer. On dit qu’il y a relaxation de l’éprouvette,
comme on le voit à la figure 1.15. Ces deux phénomène, fluage et relaxation, sont en fait
les manifestations d’une même propriétés du matériau : sa viscosité. Le comportement
viscoélastique dépend donc du temps physique. Sur la partie gauche de la figure 1.15, le
modèle constitué dun ressort et dun amortisseur en série illustre suffisamment, pour lins-
tant, ce concept de viscoélasticité. Ce type de modèle est appelé un modèle rhéologique.
On constate, sur le modèle, que si lon maintient la contrainte σ, la déformation de lamor-
tisseur continue à augmenter alors que celle du ressort reste fixe. La déformation totale
apparaît donc, dans ce modèle, comme la somme dune déformation visqueuse et dune
déformation élastique. Dans le modèle rhéologique simple composé d’un amortisseur et
d’un ressort, on peut écrire la déformation élastique εe comme suit :

εe = σ

E
(1.5)

23



σ

t

ε

t

Fluage

σ

t

ε

t

Relaxation

σ

Eη

Amortisseur

Ressort

ε. = ση
ve ε = σE

e

FIGURE 1.15 – Comportement viscoélastique et modèle rhéologique simple.

Avec E le module d’Young et σ la contrainte. Par ailleurs, on peut relier la vitesse (ou plus
précisément le taux) de déformation visqueuse ε̇ve à un coefficient d’amortissement η :

ε̇ve = σ

η
(1.6)

On comprend bien dans cette écriture en vitesse, que le temps physique intervient dans
l’écriture de la partie visqueuse du comportement.

On peut imaginer des modèles rhéologiques beaucoup plus complexes avec assem-
blage en série ou en parallèle de nombreux ressorts et amortisseurs. Tous ces modèles ont
en commun dentraîner une relation linéaire entre lhistoire de la contrainte et celle de la
déformation. On dit alors que le comportement est viscoélastique linéaire. Nous étudie-
rons au chapitre ?? les origines physiques de ces comportements et le formalisme qui per-
met décrire les comportements viscoélastiques linéaires ou non linéaires avec une grande
généralité.
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Résumé

Les principaux types de comportement des matériaux font apparaître des phénomènes :

• Elastiques endommageant (fragile)

• Elastoplastiques

• Viscoélastiques

Aux températures ordinaires on constate que :

• les matériaux céramiques ont un comportement élastique fragile

• les matériaux métalliques ont un comportement élastoplastique

• les matériaux polymères ont un comportement viscoélastique.

Si lon sintéresse à une large gamme de température, tous les matériaux exhibent tous les
types de comportement.

1.4 La classification ingénieur

Les ingénieurs utilisent une classification des matériaux très proche de la classification
classique des physiciens des matériaux, avec toutefois quelques nuances et un découpage
un peu plus fin. Ils utilisent le terme dalliages métalliques au lieu du terme métaux. La
grande famille des matériaux céramiques est découpée en sous familles distinguant :

• les céramiques techniques ou à hautes performances

• les céramiques courantes de type terres cuites ou béton, dites céramiques poreuses
dont les caractéristiques mécaniques sont beaucoup plus faibles

• les verres

• on y ajoute parfois les sels

La grande famille des polymères est elle aussi découpée en sous familles :

• les polymères techniques

• les élastomères

• les mousses

• les bois

La famille des matériaux composites est très hétéroclite car elle rassemble des matériaux
très divers dans leur composition ou leurs propriétés.

Chaque famille ou sous famille de matériaux est elle-même divisée en classes. Par exemple
les alliages daluminium sont une classe de la famille des alliages métalliques. Les normes
divisent les classes en sous classes en fonction de la composition détaillée et des autres
caractéristiques. Par exemple les alliages daluminium sont répartis en 8 sous classes. On
parle par exemple dalliage daluminium de la ń série ż 5000. Dans ces sous classes on
trouve les différents membres faisant lobjet dune production industrielle contrôlée. On
trouve par exemple dans les alliages daluminium de la série 5000 le 5083-H2 dont la com-
position et les propriétés sont connues et données dans des bases de données. Cet exemple
est schématisé à la figure 1.16.
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Univers Famille Classe Sous-classe Membre Caractéristique

Matériaux

Céramiques

Verres
Métaux
Polymères
Elastomères

Composites

Aciers

Alliages Cu

Alliages Al

Alliages Ti

Alliages Ni

Alliages Zn

1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000

5005-0
5005-H4
5005-H6
5083-0
5083-H2
5083-H4
5154-0
5154-H2

Densité

Module
Résistance
Limite d'élas.
Ténacité
Conductivité 
Dilatation 
Oxydation
...

FIGURE 1.16 – Architecture de la classification des matériaux pour les ingénieurs.

Résumé

La classification ingénieur des matériaux :

• Alliages métalliques

• Céramiques

– Céramiques techniques

– Céramiques poreuses

– Verres

• Polymères

– Polymères techniques

– Elastomères

– Mousses de polymères

– Bois

• Composites

La plupart des matériaux produits et donc utilisables par lindustrie porte un nom définit
par une norme qui précise la composition et éventuellement dautres caractéristiques du
matériau. Ce matériau est un membre dune sous-classe, incluse dans une classe, dune
famille, dans lunivers des matériaux.
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1.5 Les bases de données matériaux et propriétés dusage

Il existe de nombreuses bases de données utilisées par les ingénieurs concepteurs pour
le choix des matériaux à utiliser dans leur application. Ces bases de données précisent
pour chaque matériau les propriétés dusage. Cest essentiellement sur la base des proprié-
tés dusage listées dans le tableau 1.1 que sont faits les choix de conception.

TABLE 1.1 – Principales propriétés d’usage des matériaux.

Type Nom Symbole Unité
Général Coût Cm €.kg−1

Densité ρ kg.m−3

Mécanique Module d’Young E GPa
Coefficient de Poisson ν -
Module de cisaillement µ GPa
Module d’incompressibilité K GPa
Limite d’élasticité σY MPa

Ténacité K IC MPa.m
1
2

Limite d’endurance σe MPa
Résistance à la traction Rm MPa
Coefficient d’amortissement η −

Thermique Conductivité thermique λ W.K−1.m−1

Diffusivité thermique D m2.s−1

Chaleur spécifique cp J.K−1.kg−1

Température de fusion T f K
Température de transition vitreuse Tg K
Coefficient de dilatation thermique α K−1

Résistance au choc thermique ∆T K
Résistance au fluage - -

Usure Coefficient d’usure d’Archard kA MPa−1

Corrosion Vitesse de corrosion K mm.an−1

Constante de vitesse parabolique d’oxydation kp m2.s−1

Dans le cadre de ce cours nous utiliserons la base de données établie à lUniversité
de Cambridge par léquipe du Professeur Ashby. Nous donnons à titre dexemple, au ta-
bleau 1.2, linformation que lon peut obtenir sur le titane. On trouve également une liste
de propriétés qualitatives à propos du titane, en particulier la résistance environnemen-
tale associée aux conditions d’exploitation, Les usages typiques et des mise en garde très
importantes relatives à la sécurité d’utilisation (cf. tableau 1.3).

Résumé

Le choix de matériau pour une application se fait sur la base des propriétés dusage. Ces
propriétés dusage peuvent être trouvées dans les bases de données matériaux.
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TABLE 1.2 – Principales propriétés d’usage du titane.

Type Nom Plage de valeurs Unité
Général Dénomination Ti alloys

Éléments d’alliage Al, Zr, Mo, Si
Sn, Ni, Fe, V

Volume atomique 0.01-0.011 m3.kmol−1

Coût 24-65 €.kg−1

Recyclabilité 55-65 %
Densité 4360-4840 kg.m−3

Contenu énergétique 750-1250 MJ.m−3

Mécanique Module d’Young 90-134 GPa
Coefficient de Poisson 0.35-0.37 -
Module de cisaillement 32-51 GPa
Module d’incompressibilité 100-176 GPa
Limite d’élasticité 172-1245 MPa

Ténacité 14-120 MPa.m
1
2

Limite d’endurance 175-705 MPa
Coefficient de ductilité 0.01-0.4 −
Résistance à la traction 240-1625 MPa
Coefficient d’amortissement 10−4 −5×10−3 −

Thermique Conductivité thermique 3.8-20.7 W.K−1.m−1

Chaleur spécifique 510-650 J.K−1.kg−1

Chaleur latente de fusion 360-370 kJ.kg−1

Température de fusion 1750-1955 K
Température max en service 570-970 K
Température min en service 0 K
Coefficient de dilatation thermique 7.9×10−6-11×10−6 K−1

Électrique Résistance 41.7-202 10−8 ×Ω.m

TABLE 1.3 – Informations additionnelles à propos du titane.

Résistance environnementale
Inflamabilité Très bonne
Eau douce Très bonne
Eau de mer Très bonne
Solvents organiques Très bonne
Oxidation à 500◦C Bonne
Acides forts Bonne
Bases fortes Bonne
Acides faibles Très bonne
Bases faibles Très bonne
UV Très bonne

Usages typiques
Pales de turbine de moteur d’avion
Applications en aérospatial
Génie chimique
Échangeurs thermiques
Bio-ingénieurie
Médical

Mise en garde
Sous forme de poudre : très inflammable et irritant si ingéré
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1.6 Exercices

Exercice 1. On considère 2 atomes, de même masse m, dont la liaison est déterminée par
lénergie interne suivante :

U (r ) =Ui − e2

4πϵ0 r
+ B

r 7

Où e = 1.6× 10−19 C et ϵ0 = 8.85× 10−12 F.m−1. On suppose quil ny a pas dagitation ato-
mique (i.e., thermique, donc on est au zéro absolu T = 0 K) et on suppose de plus qu’il n’y
a pas de forces extérieures exercées sur ces atomes. Dans ces conditions on peut postuler
que la position déquilibre minimise lénergie interne.

1) a) Calculez la distance a entre les deux atomes au repos (température au zéro ab-
solue) en fonction de e,ϵ0,B .

b) La distance a est mesurée et a ' 2.52×10−10 m . Déterminez B en fonction de
a,e,ϵ0 et exprimez U en fonction de Ui , a,e,ϵ0,r /a.

2) On exerce un couple de forces opposées, dintensité F , pour écarter les atomes de
leur position déquilibre. Dans ce cas, la distance interatomique à léquilibre minimise
lénergie potentielle U (r )F r .

a) Déterminez la relation non linéaire entre F et r /a.

b) On note d (pour « déplacement ») la variation de la distance interatomique à
partir de la position déquilibre, r = a +d . Développez au premier ordre la rela-
tion entre F et d/a.

c) On considère maintenant un matériau cristallin. Nous supposerons quune « sec-
tion » de ce matériau est constituée dun assemblage régulier de (N+1)×(M+1)
atomes disposés suivant un réseau surfacique de maille carrée de coté a. (La
surface de la section considérée est donc S = N M a2). On suppose évidemment
N et M très grands. Pour simplifier lanalyse nous ne prendrons en compte que
les interactions de deux atomes en vis-à-vis dans deux réseaux parallèles. Nous
avons ainsi (N +1)× (M +1) forces parallèles exercées sur une section du maté-
riau. En vous appuyant sur le développement au premier ordre de la force in-
teratomique en fonction de la variation de distance interatomique déterminez
lexpression du module dYoung du matériau cristallin ainsi modélisé et donnez
sa valeur numérique.

3) On revient à la paire atomique. On écarte les atomes de leur position déquilibre et
on note dmax le maximum de lécart à léquilibre de la distance interatomique ainsi
obtenue. On lâche ensuite les atomes sans vitesse initiale et sans force extérieure. La
paire atomique se met alors à vibrer dans son référentiel barycentrique et lécart à
la position déquilibre oscille entre une valeur dmin et dmax (où dmin est différent de
−dmax).

a) En considérant une approximation au troisième ordre en d/a de lénergie in-
terne, déterminez une relation entre la « variation médiane de distance entre
les atomes par rapport à léquilibre » :

d̄ = dmax +dmin

2
6= 0
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et la « demi amplitude de loscillation »

A = dmax −dmax

2

b) On sait relier la température absolue macroscopique T dun matériau à la moyenne
de lénergie cinétique microscopique de ses atomes dans le référentiel bary-
centrique et donc à A, la moyenne du carré de lamplitude doscillation de ses
atomes. On a T = C A2 (où C est inversement proportionnel à la constante de
Boltzmann). A partir du modèle bi-atomique ci-dessus estimez le coefficient de
dilatation thermique du matériau cristallin.

Exercice 2. On considère le réseau atomique plan ci-dessous. Pour simplifier lanalyse nous
supposerons quun atome na dinteractions quavec ses plus proches voisins. Lénergie in-
terne dinteraction entre deux atomes est la suivante en fonction de la distance interato-
mique r .

U =Ui − e2

4πϵ0a0

(
a0

r
− 1

7

(a0

r

)7
)

Où e = 1.6× 10−19 C, ϵ0 = 8.85× 10−12 F.m−1 et a0 = 3× 10−10 m. On suppose quil ny a
pas dagitation thermique. On allonge le réseau dans les directions ex ou e y . Au repos, la
distance interatomique est uniforme et vaut a0. Après déformation le réseau est caractérisé
par deux paramètres, a la distance interatomique pour les atomes situés sur une droite
parallèle à ex et b la distance interatomique pour les atomes en « oblique ».

1) Calculez, en fonction de a et b, lénergie interne dun ń triangle ż constitué de trois
atomes (cf. figure). Attention, il ne faut compter que la moitié de lénergie dinterac-
tion entre chaque couple datomes, lautre moitié comptant pour le triangle adjacent.

2) On impose dans cette question la valeur de a en allongeant le réseau suivant ex .

a) Déterminez, en fonction de a0,e,ϵ0, a, la valeur de b qui minimise lénergie in-
terne du « triangle », donc lénergie surfacique du réseau.

b) Commentez en faisant le lien avec νy x le coefficient de Poisson transverse sous
allongement longitudinal d’un matériau cristallin lorsque :

εx = a −a0

a0
¿ 1

c) Exprimez W (εx) la densité volumique dénergie interne dans le cas des petites
déformations (cf. équation précédente), sous la forme :

W (εx) =C ste + 1

2
El ε

2
x

Où El est le module longitudinal du matériau et donnez lexpression de El .

3) On impose dans les questions suivantes la valeur de :

h(a,b) =
√

b2 −
(a

2

)2
= h

en allongeant le réseau suivant e y . On note que h(a0, a0) = h0 = (
p

3/2) a0.
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a) Déterminez, en fonction de a0,e,ϵ0,h, les valeurs de a et b qui minimisent
lénergie interne du « triangle », donc lénergie surfacique du réseau sous la contrainte(mathématique)
C (a,b) =,h(a,b − h = 0. On notera F le multiplicateur de Lagrange de cette
contrainte pour des raisons qui apparaîtront plus loin. On écrira les équations
dans le cas général puis on résoudra sous les hypothèses simplificatrices sui-
vantes :

εx = a−a0
a0

¿ 1 et εb = b−a0
a0

¿ 1 et εy = h−h0
h0

¿ 1 (1.7)

b) Commentez en faisant le lien avec νx y le coefficient de Poisson longitudinal
sous allongement transverse dun matériau cristallin, puis comparez avec la va-
leur trouvée lorsque lélongation est imposée suivant ex et commentez ce résul-
tat en faisant une conjecture sur les symétries du matériau.

4) On considère un matériau cristallin constitué dun empilement de plans atomiques
parallèles, identiques à celui étudié ci-dessus. La distance entre ces plans (mesurée
suivant ez la normale aux plans) est c. On se place dans le cas dune élongation im-
posée suivant e y (cf. question précédente).

a) En identifiant le sens physique de F , le multiplicateur de Lagrange dans la ques-
tion 3), et en vous plaçant dans une hypothèse de petites déformations (i.e.,
dans l’hypothèse (1.7)), donnez au premier ordre, la relation entre σy la force
surfacique de traction sur le matériau (nécessaire pour allonger celui-ci dans la
direction e y ) et F .

b) En exploitant les équations de la question 3, donnez la relation (linéaire en pre-
mière approximation) entre le multiplicateur de Lagrange F et la déformation
εy .

c) Déduisez en une expression du module dYoung du matériau cristallin dans la
direction transversale e y .

5) On reste dans la situation des questions 3 et 4.

a) Exprimez en fonction de εy la densité volumique dénergie interne W (εy ) dans
le matériau sous la forme

W (εy ) =C ste + 1

2
Elε

2
y +·· ·

b) Retrouvez lexpression du module transversal trouvée à la question 4.

1.7 Solutions

Solution 1.

1)
∂U

∂r
(a) = e2

4πϵ0a2
−7

B

a8

a =
(

28πϵ0 B

e2

) 1
6
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B = e2 a6

28πϵ0

U =Ui − e2

4πϵ0 a

(
a

r
− 1

7

(a

r

)7
)

2)

F = ∂U

∂r
(r ) = e2

4πϵ0 r 2
−7

B

r 8
= e2

4πϵ0 a2

((a

r

)2
−

(a

r

)8
)

F ' 6e2 d

4πϵ0 a3

La « déformation longitudinale » du matériau est d/a. La « contrainte » est la force
surfacique. Elle est égale à (N + 1)(M + 1)F /(N M a2). Elle peut être approchée par
F /a2 car N et M sot très grands. Lestimation du module dYoung est le rapport de la
« contrainte » sur la « déformation », soit :

E ' 3e2

2πϵ0 a4

On a donc E ' 340 GPa. À titre de comparaison, le module dYoung de lacier est E =
210 GPa et celui de lalumine est E = 366 GPa.

3) Lorsque d = dmin, lénergie cinétique du système est nulle, donc U (dmin) =U (dmax),
soit :

Ui − e2

4πϵ0 a

(
1

1+ dmin
a

− 1

7

(
1

1+ dmin
a

)7)
=Ui − e2

4πϵ0 a

(
1

1+ dmax
a

− 1

7

(
1

1+ dmax
a

)7)

En simplifiant et en approchant ces expressions au troisième ordre en d/a on ob-
tient :

1− dmin

a
+

(
dmin

a

)2

−
(

dmin

a

)3

− 1

7

(
1−7

dmin

a
+28

(
dmin

a

)2

−84

(
dmin

a

)3)
'

1− dmax

a
+

(
dmax

a

)2

−
(

dmax

a

)3

− 1

7

(
1−7

dmax

a
+28

(
dmax

a

)2

−84

(
dmax

a

)3)
Soit :

−3

(
dmin

a

)2

+11

(
dmin

a

)3

'−3

(
dmax

a

)2

+11

(
dmax

a

)3

Ce qui s’écrit après factorisation :(
dmax

a
− dmin

a

)[
3

(
dmax

a
+ dmin

a

)
−11

((
dmax

a

)2

+ dmindmax

a2
+

(
dmin

a

)2)]
= 0

En utilisant dmax = d̄ + A et dmin = d̄ − A on obtient :

6
d̄

a
= 11

((
A

a
+3

(
d̄

a

))2)
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Comme d̄/a ¿ 1, on trouve :

d̄

a
' 11

6

(
A

a

)2

On peut relier la température absolue du matériau, au carré de lamplitude de los-
cillation de ses atomes (T ' C A2). La dilatation thermique du matériau, pour une
augmentation de température de ∆T , peut être approchée par la variation de d̄/a,
soit εth =∆

(
d̄/a

)
. Or on a :

∆

(
d̄

a

)
' 11

6
∆

[(
A

a

)2]
' 11

6C a2
∆T

Le coefficient de dilatation thermique α est donc approché par :

α' 11

6C a2

Solution 2.

1)

U (a,b) = 3

2
Ui − e2

4πϵ0 a0

(
a0

b
− 1

7

(a0

b

)7
)
− e2

8πϵ0 a0

(
a0

a
− 1

7

(
f r aca0a

)7
)

2)
∂U

∂b
= e2

4πϵ0 a0

((a0

b

)2
−

(a0

b

)8
)
= 0 ⇒ b = a0

La « hauteur » du réseau suivant e y est h(a) =
√

a2
0 − (a/2)2. La déformation longitu-

dinale est donnée par εx = (a − a0)/a0. La déformation transversale est donnée par
εy = (h(a)−h(a0))/h(a0). Pour déterminer le coefficient de Poisson transverse sous
allongement longitudinal on étudie pour les petites valeurs de εx :

−εy

εx
= h(a0)−h(a)

h(a0)

a0

a −a0

Comme h(a0) = a0
p

3/2 et a/a0 ' 1+εx , on a :

−εy

εx
=

1−
√

4

3

(
1−

(
a

2a0

)2) 1
a
a0

−1
'

(
1−

√
1− 2

3
εx

)
1

εx
' 1

3

On a donc l’approximation :

νy x ' 1

3

Le volume de la maille élémentaire est (
p

3/4)c a2
0. Lénergie interne dans cette maille

est :

U (a, a0) = 3

2
Ui − e2

4πϵ0 a0

6

7
− e2

8πϵ0 a0

(
a0

a
− 1

7

(a0

a

)7
)
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En posant a/a0 ' 1+εx , on a :

U (εx) 'C ste − e2

8πϵ0 a0

(
1−εx +ε2

x −
1

7

(
1−7εx +28ε2

x

))
Soit encore :

U (εx) 'C ste + 3e2

8πϵ0 a0
ε2

x

Ainsi la densité volumique dénergie interne est :

W (εx) 'C ste +
p

3e2

2πϵ0 a0
ε2

x

Le module dYoung longitudinal est donc :

E '
p

3e2

πϵ0 a3
0c

3) Nous devons minimiser lénergie interne :

U (a,b) = 3

2
Ui − e2

4πϵ0 a0

(
a0

b
− 1

7

(a0

b

)7
)
− e2

8πϵ0 a0

(
a0

a
− 1

7

(a0

a

)7
)

Sous la contrainte (mathématique) C (a,b) =
√

b2 − (a/2)2 −h = 0. Notons F le mul-
tiplicateur de Lagrange de la contrainte. Le triplet (a,b,F ) est donné par les trois
équations suivantes : 

∂U

∂a
−F

∂C

∂a
= 0

∂U

∂b
−F

∂C

∂b
= 0

C (a,b) = 0

Ce système sécrit après calculs :

e2

8πϵ0 a2
0

((a0

a

)2
−

(a0

a

)8
)
+ F

4

a√
b2 − (a

2

)2
= 0

e2

4πϵ0 a2
0

((a0

b

)2
−

(a0

b

)8
)
−F

b√
b2 − (a

2

)2
= 0

√
b2 −

(a

2

)2
= 0

Ce qui sécrit plus simplement : « trouvez le triplet (a,b,F ) vérifiant » :

e2

8πϵ0 a2
0
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a
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(a0

a

)8
)
+ F a

4h
= 0
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4

(
a
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h
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)2

avech0 =
p

3

2
a0
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Sous les hypothèses simplificatrices εx ¿ 1,εy ¿ 1 et εb ¿ 1 ceci se réécrit au pre-
mier ordre : « trouvez le triplet (a,b,F ) vérifiant » :

6e2

8πϵ0 a2
0

εx + F

2
p

3
= 0

6e2

4πϵ0 a2
0

εb −
2Fp

3
= 0

⇒ 2εx +εb = 0

2εb −
1

2
εx = 3

2
εy

On en déduit :

εx =−1

3
εy

Ainsi on a :

νx y = 1

3
Nous venons de démontrer quil y a égalité entre νx y le coefficient de Poisson longi-
tudinal sous allongement transverse et νx y le coefficient de Poisson transverse sous
allongement longitudinal. En fait le résultat est plus général et lon peut montrer que
le réseau périodique plan formé de mailles triangulaires équilatérales est isotrope, ce
qui veut dire que le coefficient de poisson serait identique pour toutes les directions
de traction simple.

4) La contrainte du problème de minimisation sous contrainte ci-dessus a la dimen-
sion dune longueur. Le multiplicateur de Lagrange a donc la signification dune force
exercée au sommet « haut » de la maille élémentaire (elle crée lallongement imposé
de la cellule élémentaire). Cette force est équilibrée par deux forces de module F /2 et
de sens opposé, aux deux autres sommets de la maille élémentaire. Si nous considé-
rons une surface rectangulaire de dimensions N a0 et M c, la force orientée suivant
εy agissant sur cette surface est (M +1)(N +1)2F . Le coefficient 2 dans cette expres-
sion, vient du fait que dans lassemblage des mailles, chaque nud est le lieu de trois
forces, la première de module F les deux autres de module F /2. La force surfacique
est donc :

σy = 2F

a0c

La première équation du système de la question 3 est 6e2

8πϵ0 a2
0
εx + F

2
p

3
= 0, avec εx =

−(1/3)εy on trouve :

F =
p

3e2

2πϵ0a2
0

εy

On en déduit :

σy =
p

3e2

πϵ0a3
0c

εy

Le module dYoung transversal est donc :

El =
p

3e2

πϵ0a3
0c
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5) Rappelons lexpression de lénergie dune maille plane :

U (a,b) = 3

2
Ui − e2

4πϵ0 a0

(
a0

b
− 1

7

(a0

b

)7
)
− e2

8πϵ0 a0

(
a0

a
− 1

7

(a0

a

)7
)

Dans le cas de petites déformations, elle se réécrit au deuxième ordre :

U (εx ,εb) = 3

2
Ui− e2

4πϵ0 a0

(
1−εb +ε2

b −
1

7

(
1−7εb +28ε2

b

))− e2

8πϵ0 a0

(
1−εx +ε2

x −
1

7

(
1−7εx +28ε2

x

))
Soit encore :

U (εx ,εb) =C ste + 3e2

4πϵ0 a0
ε2

b +
3e2

8πϵ0 a0
ε2

x

Comme on a montré que εx =−(1/3)εy et εb = (2/3)εy on a :

U (εy ) =C ste + 3e2

8πϵ0 a0
ε2

y

Le volume unitaire d’une maille étant (
p

3/4)c a2
0, la densité volumique d’énergie in-

terne est donc :

W (εy ) =C ste +
p

3e2

2πϵ0 a3
0 c

ε2
y

Le module dYoung transversal est donc :

El =
p

3e2

πϵ0 a3
0 c

Nous retrouvons bien lexpression de la question 4.

Remarque : Compte tenu du commentaire fait plus haut sur la nature isotrope de ce
réseau, nous ne sommes pas surpris de constater que le module dYoung longitudinal
est égal au module dYoung transversal.
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Dans notre expérience quotidienne on constate que les objets soumis à des efforts
changent de forme. La modélisation de la relation entre les efforts appliqués et le chan-
gement de forme (jusquà la rupture) est le souci principal de lingénieur concepteur et lob-
jet de la discipline scientifique appelée Mécanique. Nous appellerons ci-dessous « famille
dobjets » une collection dobjets ayant certaines caractéristiques communes (le plus sou-
vent géométriques) ayant des conséquences importantes sur la description que lon peut
en faire. Par exemple les objets ayant comme caractéristique commune davoir une de leurs
dimensions beaucoup plus petite que les deux autres sont appelés des coques. Lobjec-
tif de ce chapitre est de sensibiliser le lecteur au fait quune même famille dobjet peut,
le plus souvent, être décrite (modélisée) de multiples manières suivant linformation que
lon souhaite obtenir. Tous ces modèles de lobjet possèdent une même structure. La mé-
thode générale de modélisation proposée ici permettra de bien mettre en évidence cette
structure commune à tous ces modèles. Nous insisterons sur le fait que le modélisateur
a la liberté (et la responsabilité) de faire des choix fondamentaux pour la description de
la famille dobjets qui lintéresse. La méthode le guidera dans la construction dun modèle
cohérent. Cependant la cohérence de son modèle mécanique de la famille dobjets ne ga-
rantie pas la pertinence de ces choix. Celle-ci doit être jugée en fonction de lefficacité de
la modélisation pour répondre aux questions qui ont motivé la construction du modèle
mécanique.

La construction dun modèle de mécanique comprend trois niveaux. Le premier niveau
comporte une description géométrique et cinématique des objets de la famille considérée
et de leurs mouvements. Il permet de mettre en évidence les concepts de « déformations »
qui résultent des choix effectués pour décrire la géométrie des objets et leurs mouvements.

Le second niveau comporte une description des efforts. Celle-ci doit être faite de ma-
nière cohérente avec la description géométrique et cinématique du premier niveau. La mé-
thode retenue pour assurer cette cohérence est celle des puissances virtuelles qui permet
la construction des concepts de « contraintes » par dualité avec ceux de « déformations ».
Lexpression du principe des puissances virtuelles permet alors lécriture des équations dé-
quilibre du modèle.

Le dernier niveau du modèle est celui dans lequel apparaissent les matériaux constitu-
tifs des objets de la famille. Nous allons donc y parler de comportements des matériaux,
c’est-à-dire de relations entre les histoires de déformations et de contraintes. Ces rela-
tions de comportement doivent permettre de respecter les premier et second principes
de la thermodynamique. Ce troisième niveau est donc un niveau de thermodynamique et
comportement.

Comme on peut le constater ci-dessus, dans la construction du modèle mécanique, la
description du matériau nintervient quau dernier niveau. Ainsi la description de son com-
portement est complètement dépendante des choix faits pour décrire géométriquement
et cinématiquement la famille dobjets considérés. On prend ainsi conscience du fait que
lon fait implicitement référence à un modèle, lorsque dans la vie courante de lingénieur
on parle par exemple du comportement dun acier. Ce modèle est celui de Cauchy qui sera
développé au chapitre suivant.

Si certains lecteurs peuvent, à loccasion de la lecture de ce chapitre, perdre lillusion
que la modélisation classique tridimensionnelle de Cauchy des objets est une « Vérité Ab-
solue » dont les autres modèles de lobjet (par exemple, le cas échéant, modèle de plaque ou
de poutre) sont des simplifications, plus ou moins efficaces et pertinentes, un objectif ma-
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jeur du chapitre sera atteint. Le modèle de Cauchy a cependant prouvé une plage de per-
tinence très large dans les applications des ingénieurs. Il est ainsi légitime de le considérer
comme un modèle privilégié. Cest donc le modèle qui sera retenu pour les chapitres sui-
vants et les comportements des matériaux seront décrits dans le cadre de ce modèle. Les
trois paragraphes de ce chapitre abordent successivement les trois niveaux de la construc-
tion dun modèle de mécanique.

2.1 Qu’est-ce qu’un modèle de mécanique

2.2 Niveau 1 : Géométrie et cinématique

Dans ce paragraphe nous présenterons tout dabord les choix fondamentaux pour dé-
crire la famille dobjets puis ceux pour décrire le mouvement et la cinématique de ces ob-
jets.

2.2.1 Description de la famille dobjets

Cette description se fait à laide de quatre choix fondamentaux.

1) Famille géométrique de lobjet

2) Nombre de particules de matériaux

3) Microstructure des particules

4) Liaisons internes

Choix 1 : Famille géométrique de lobjet

Dans la suite nous aurons besoin de la notion de variété différentielle, pour donner
une idée de ce qu’est un domaine de mécanique noté Ωt (où t réfère à l’instant actuel où
ce domaine déformable est considéré), du point de vue mathématique. Cette notion ren-
voie à une branche des mathématiques très vaste : la topologie. Il ne s’agit évidemment
pas ici d’introduire tous les concepts utiles pour définir rigoureusement la notion de va-
riété différentielle s’appuyant sur la notion d’atlas. Nous renvoyons les lecteurs intéressés
à un cours de topologie différentielle. Dans cette présentation, nous préférons une pré-
sentation intuitive, qui résume les propriétés utiles des variétés différentielles. Les variétés
différentielles sont intuitivement des « espaces courbes » localement assimilables à un es-
pace euclidien (de dimension n dans le cas général). Ainsi les variétés différentielles sont
caractérisées par leur dimension. Dans notre cas, puisque la très vaste majorité des do-
maines sont considérés dans une espace tridimensionnel R3, la dimension de la variété
peut être 1, 2 ou 3. Par exemple une sphère est localement transformable en un plan (loca-
lement homéomorphe à un plan), on dit alors qu’une sphère est une variété de dimension
2. Prenons un exemple, les ouverts de R3 sont des variétés différentielles (particulières),
comme les boules ouvertes, les ellipsoïdes ouverts, les cubes ouverts etc. Pour les variétés
de dimension inférieures (1 et 2), on considère très généralement des variétés différen-
tielles plongées dans R3, comme les sphères, les tores, les surfaces implicites ( f (x, y, z) = 0)
etc. Un point très intéressant est la possibilité de définir des applications différentiables
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du type ϕ : Ω0 7→Ωt (où Ω0 et Ωt sont deux variétés différentielles de même dimension),
ce qui va nous permettre de définir la transformation du domaine entre deux instants. De
plus, la plupart des opérations de calcul différentiel et intégral sont applicables sur ces
constructions topologiques.

A un instant t , un objet occupe un certain domaine dans lespace Euclidien. On peut
toujours « voir » ce domaine occupé comme un volume tridimensionnel, mais cette « vi-
sion » de lobjet peut, pour certaines familles dobjets et certaines applications, être trop
fine. Par exemple un objet, dont lune des dimensions (disons lépaisseur) est beaucoup
plus petite que les deux autres (un objet de la famille des coques), peut avantageusement
être « vu », c’est-à-dire modélisé, comme une surface plutôt que comme un volume 3D.

1D : Milieu curviligne 2D : Coque 3D : Volume

Moins fin Plus fin

FIGURE 2.1 – Schéma de la famille géométrique de l’objet.

Cette modélisation mois fine de lobjet présente de nombreux avantages, en particu-
lier en diminuant la dimension de la variété différentielle, dans laquelle les champs méca-
niques inconnus seront introduits, de 3 à 2 (cf. figure 2.1). En revanche, il est clair quune
partie de linformation, notamment au bord de la coque, sera perdue par rapport à une
modélisation 3D. Nous aurions pu prendre lexemple dun objet dont deux dimensions sont
petites par rapport à la troisième (objet de la famille des milieux curvilignes). Le plus sou-
vent il est préférable de modéliser le domaine occupé par les objets de cette famille, à
linstant t , par une courbe dans lespace Euclidien plutôt que par un domaine tridimen-
sionnel. La variété différentielle, support des champs mécaniques inconnus, sera alors de
dimension 1 au lieu de 3.
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On voit ainsi que le premier choix fondamental que doit effectuer le modélisateur dune
famille dobjets est la dimension de la variété différentielle qui sera le support des champs
mécaniques qui seront introduits. Un élément (ou un point) de cette variété différentielle
est appelé un point de matière (ou point matériel). Nous avons vu ci-dessus que cette
variété peut être 3D, quelquefois 2D (coques, plaques, etc.) ou 1D (milieux curvilignes,
poutres, arcs, etc.). Dans certains cas exceptionnels le modélisateur peut avoir intérêt à
choisir de représenter les champs dans une variété différentielle de dimension supérieure
à 3. Nous donnerons plus loin lexemple dun modèle de polycristal métallique, quil peut
être utile de représenter à laide dune variété différentielle de dimension 6, produit car-
tésien de lespace euclidien classique et de la variété différentielle SO3, représentative de
lensemble des rotations. Cette « vision » de lobjet permet de prendre en compte la rota-
tion des orientations des différents cristaux, ce qui dans certaines applications est essentiel
pour décrire lévolution de la forme de lobjet sous chargement (texturation du matériau).Le
modélisateur a, bien sûr, intérêt à choisir la modélisation la moins fine, compatible avec
linformation quil cherche à obtenir sur son objet et son évolution sous chargement.

Choix 2 : Nombre de particules de matériaux

Intéressons nous maintenant à un point de matière dans la variété différentielle mo-
délisant lobjet considéré. Dans de nombreux modèles dobjets on trouve, en ce point de
matière une seule particule. Mais ce nest pas toujours le cas. Considérons par exemple un
massif de sol saturé en eau. La variété différentielle support des champs mécaniques sera
choisie de dimension 3. On trouve, en chaque point de matière une particule solide appe-
lée squelette et une particule de fluide. Leau pouvant sécouler à travers le massif de sol, la
cinématique de ces deux particules est différente. ()On peut noter que la cinématique res-
pective de chaque particule permet d’introduire des efforts d’interaction entre le particules
comme des efforts de filtration de l’eau dans le squelette). Nous avons ainsi à construire
un modèle qui comprend deux particules en chaque point de matière.

Considérons un autre exemple, celui dun massif de béton soumis à un chargement
thermique important (incendie). Dans ces conditions de chargement une partie des hy-
drates de la pâte de ciment se décompose, donnant lieu à un champ de pression de va-
peur élevé dans le matériau pouvant conduire à la condensation sous forme liquide de
cette vapeur deau. Ainsi, les modélisations les plus pertinentes de ces objets, soumis à ces
chargements, comprennent quatre particules en chaque point de matière dans une variété
différentielle, support des champs mécaniques, de dimension 3 :

• La particule solide (squelette)

• Une particule deau liquide

• Une particule deau vapeur

• Une particule dair dit « sec »

Considérons maintenant un troisième exemple. Il sagit dune plaque en matériaux com-
posites réalisée par un empilement de couches de fibres de carbone de 100 µm dépaisseur.
Les dimensions typiques de ces objets sont de lordre du mètre en largeur et en longueur
alors que lépaisseur est de lordre du millimètre. On voit quil est tentant de choisir une
variété différentielle de dimension 2 (surface) pour modéliser lobjet. Si lun des points qui
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préoccupe le modélisateur est le risque de décollement entre les couches (délaminage)
il est important de conserver une individualisation de chacune des couches, même dans
une modélisation surfacique de lobjet. Le modélisateur est ainsi amené à choisir un mo-
dèle surfacique comprenant autant de particules en chaque point de la surface quil y a de
couches de fibres de carbone dans lépaisseur de lobjet. Nous avons donc un modèle 2D
à n particules par point de matière (n étant le nombre de couches). On voit ainsi que le
deuxième choix fondamental que doit effectuer le modélisateur dune famille dobjets est
le nombre de particules par point de matière. Ce choix est en relation directe et évidente
avec le nombre des champs mécaniques qui seront introduits dans la variété différentielle
modélisant lobjet. On dit que plus un modèle comporte de particules plus il est complexe.
Moins il en comporte, plus il est simple (cf. figure 2.2).

1 particule n particules

Moins complexe Plus complexe

FIGURE 2.2 – Schéma représentant le nombre de particules par point matériel.

On voit facilement que ce choix est en relation directe avec léchelle à laquelle on sou-
haite décrire les phénomènes. Par exemple dans la modélisation du sol saturé, si lon retient
une très petite échelle, on pourra distinguer la position dans lespace des particules fluides
et des particules solides, les particules fluides occupant lespace poreux entre les grains
de sol. Un modèle mono-particulaire peut à cette échelle convenir, mais il sagit alors de
décrire chacun des grains de sol du massif. On voit bien que cette échelle nest, le plus sou-
vent pas pertinente pour lingénieur concepteur dun ouvrage en sol. Elle peut par contre
convenir au chercheur qui cherche à expliquer la génération des surpressions de fluide in-
duites par le cisaillement cyclique du sol entraînant quelquefois la liquéfaction de celui
(en cas de séisme par exemple). Ainsi, en fonction de ce qu’un point de matière est censé
représenter (cf. figure 2.3) on choisira un nombre plus ou moins important de particules.

Lexemple de la plaque en matériaux composites illustre clairement le fait que les choix
de dimension de la variété différentielle décrivant lobjet et du nombre de particules sont
liés. Il est évident que si nous avions considéré la plaque comme un objet 3D, il aurait
été possible de considérer un modèle plus simple (mais plus fin), mono-particulaire. Il
faut donc peser, dans ses choix de modélisations, les avantages et les inconvénients re-
latifs dune modélisation 3D mono-particulaire avec ceux dune modélisation 2D multi-
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FIGURE 2.3 – Schéma représentant diverses structure microscopiques représentées par un point de
matière.

particulaire. La pratique (les éléments finis) montre que, le plus souvent, il est préférable
de privilégier le choix dune plus petite dimension de la variété différentiel, même si cela
induit une plus grande complexité du modèle (cf. figure 2.4). Ainsi le modèle 2D multi-
particulaire est beaucoup plus efficace pour décrire et prévoir les phénomènes de délami-
nage que le modèle 3D mono-articulaire. Pour nous en convaincre considérons la discré-
tisation par éléments finis de chacun des modèles. Considérons une plaque de 1 m×1 m
constituée de 10 couches. Lépaisseur de chaque couche est de lordre de 100 µm. Souve-
nons nous quun « bon » élément fini 3D est à peu près cubique. Pour voir à peu près cor-
rectement les phénomènes aux interfaces entre les couches il faut au minimum 3 éléments
dans lépaisseur de chaque couche. Le nombre déléments 3D nécessaires pour modéliser,
par éléments finis, la plaque de 1 m×1 m, dans une modélisation 3D mono-particulaire,
est alors de 3×109. Avec des éléments finis cubiques à 8 nuds, cela conduit à environ 3×109

nœuds. (Chaque nœud appartient à 8 éléments en général). Chaque nœud a 3 degrés de
liberté. Nous avons donc un problème discrétisé avec 9×109 inconnues.

En revanche, une modélisation 2D multi-particulaire autorise des mailles centimétriques.
Le nombre déléments nécessaire est donc de 104. Si nous choisissons des éléments surfa-
ciques à 4 nœuds, nous aurons 104 nœuds. (Chaque nœud appartient à 4 éléments en gé-
néral). Compte tenu de la complexité plus grande du modèle 2D multi-particulaire, chaque
nœud a 21 degrés de liberté. (Chaque particule de couche peut se mouvoir indépendam-
ment des particules des autres couches dans le plan de la plaque. Toutes les particules
ont le même mouvement normalement au plan de la plaque. Il y a donc 2n +1 degrés de
liberté par point de matière où n est le nombre de couches). Nous avons donc un pro-
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blème avec 2,1× 105 inconnues. La comparaison des 9× 109 inconnues du modèle dis-
crétisé 3D mono-particulaire avec les 2,1×105 inconnues du modèle discrétisé 2D multi-
particulaire explique clairement lefficacité plus grande du modèle le plus complexe. Ajou-
tons que les modèles plus complexes mais moins fins se prêtent beaucoup plus facilement
à la recherche de solutions analytiques qui ont une grande importance pour comprendre
les phénomènes ou pré-dimensionner les structures.

Modélisation plaque 2D multiparticulaire 
On capture les efforts d'interface

Modélisation  Cauchy 3D
On capture les efforts d'interface

Incalculable

Plusieurs particules
par point de matière

FIGURE 2.4 – Schéma représentant une modélisation par éléments finis d’un modèle 2D multi-
particulaire et d’un modèle 3D mono-particulaire.

Choix 3 : Microstructure des particules

Dans tous les exemples vus ci-dessus, une particule peut être considérée comme un
point et la vitesse de la particule, pour la description des mouvements, est un vecteur. Ce
nest pas toujours le cas. Considérons par exemple une poutre. Si nous souhaitons faire
un modèle unidimensionnel de la poutre, nous pouvons considérer quil ny a quune parti-
cule par point de matière de la poutre dans le milieu curviligne modélisant la poutre. Une
particule est alors une section de cette poutre. Nous verrons plus loin que si lon considère
cette particule (section) comme un simple point, il ne sera pas possible que lobjet mé-
canique ainsi construit ait une raideur en flexion. Nous aurions un modèle de fil et non
de poutre. Si nous voulons conférer au modèle de la poutre une raideur en flexion, il est
nécessaire de considérer la variation de la rotation de chaque section (courbure) le long
de la poutre. Ainsi on voit que la section ne doit pas être considérée comme un simple
point mais comme un micro-objet, de dimension 2, orientable. Nous disons que la parti-
cule a une microstructure dobjet rigide 2D orientable. Pour des raisons similaires (raideur
en flexion) les particules dune plaque ou dune coque ont une microstructure dobjet rigide
1D orientable. Lorientation initiale de la microstructure de la particule est généralement
perpendiculaire à la surface de la coque ou de la plaque. Cette propriété nest pas forcé-
ment conservée après déformation de lobjet.

Dans les deux exemples ci-dessus la microstructure des particules est liée à une ou
deux dimensions de la matière non prise en compte dans la variété différentielle modé-
lisant lobjet. (La section dune poutre 1D est une particule à microstructure dobjet rigide
à deux dimensions, la particule dune coque 2D est un objet rigide à une dimension). Il
nen est pas toujours ainsi et la microstructure dune particule peut être liée à dautres phé-
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nomènes que lon veut décrire et qui se produisent à une échelle géométrique inférieure
à celle à laquelle nous souhaitons bâtir notre modèle de la famille dobjets. Cest le cas de
modèles de cristaux liquides ou de modèles de matériaux cristallins. Les modèles de ces
objets sont construits à laide de particules orientables, dont lorientation traduit une pro-
priété à léchelle atomique (orientation du réseau constitué par les atomes du cristal par
exemple). Ainsi il est possible de concevoir un modèle 3D constitué de particules rigides
orientables. Ce très beau modèle a été imaginé dès 1909 par les frères Cosserat.

Tous les modèles à microstructure, dont nous avons parlé plus haut, sont composés
de particules à microstructure rigide orientable. Ce nest pas toujours le cas et il existe
quelques (rares) modèles dans lesquelles les particules peuvent subir des déformations
à une échelle inférieure à celle du modèle de lobjet. La description de la déformation des
particules est alors assez lourde et difficile et lon ne retient généralement quune descrip-
tion avec peu de paramètres de déformation des microstructures des particules. Ces défor-
mations sont « indépendantes » des déformations subies par la matière elle-même. Nous
ne citerons ici que le modèle de poutres à âme mince dont les « sections » se déforment
hors de leur plan lorsque lobjet subit une flexion ou une torsion. Cette déformation est
prise en compte dans un modèle curviligne 1D par une microstructure déformable de la
section, la particule section subit un gauchissement (cf. figure 2.5). Cette déformation est
vue, dun point de vue du modèle au niveau de la description géométrique et cinématique,
comme une grandeur indépendante des déformations subies par le milieu curviligne.

FIGURE 2.5 – Poutre à paroi mince présentant un gauchissement.

On voit ainsi que le troisième choix fondamental que doit effectuer le modélisateur
dune famille dobjets est celui de la microstructure des différentes particules de son mo-
dèle. Ce choix est en relation directe et évidente avec la nature des champs mécaniques
qui seront introduits dans la variété différentielle modélisant lobjet. On dit que, plus un
modèle comporte de particules à microstructure rudimentaire, (point par exemple) plus
il est pauvre. Plus la microstructure des particules permet dinclure de linformation sur
les phénomènes qui se produisent à une échelle inférieure, plus le modèle est riche (cf.
figure 2.6). Plus particulièrement, un modèle dont les particules ont une microstructure
déformable est souvent appelé un modèle enrichi (par rapport à un modèle assez similaire
mais dont les particules ont une microstructure rigide).

Attachés aux modèles les plus utilisés on trouve les noms de Cauchy, Biot et lun des
frères Cosserat. Ce sont tous des anciens élèves de lÉcole Nationale des Ponts et Chaus-
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Point

Pauvre Riche

Objet rigide Objet déformable (rare)

 Fil (1D, 1P)
Membrane (2D, 1P)
Milieu de Cauchy (3D, 1P)
Milieu de Biot (sol) (3D, 2P)
Béton (3D, 4P)

Poutre (1D, 1P orientée)

Plaque (2D, 1P orientée)

Composite (2D, nP orientées)

Cosserat (3D, 1P orientée)

Poutre enrichie 
(1D, 1P orientée déformable)

 

FIGURE 2.6 – Schéma représentant le niveau de microstructure des particules.

sée (ENPC). Ceci marque clairement le rôle essentiel joué par lENPC dans la création et
le développement de la mécanique des milieux continus. Nous verrons plus loin dautres
noms danciens de l’ENPC qui se sont rendus célèbres par leurs travaux dans cette disci-
pline scientifique.

Avant détudier le quatrième choix fondamental que doit effectuer le modélisateur pour
construire le premier niveau de son modèle mécanique, arrêtons-nous un instant sur les
premières conséquences des trois premiers choix fondamentaux. Le premier choix a per-
mis de définir Ωt la variété différentielle dans laquelle seront définis les champs méca-
niques à linstant t . Le deuxième choix a déterminé le nombre de champs de vitesses géné-
ralisées (égal au nombre n de particules) dans le modèle. Le troisième choix a déterminé
la nature de ces champs de vitesses généralisées (une microstructure ponctuelle donne un
champ de vecteurs, une microstructure rigide orientable donne un champ de distributeurs
(i.e., translation & rotation), etc.). Le modélisateur a ainsi défini un espace vectoriel des vi-
tesses généralisées, à linstant t , pour chaque objet de la famille dobjets quil veut modéliser.
Le fait que les vitesses généralisées dun objet forment un espace vectoriel va jouer un rôle
fondamental pour la construction des efforts au deuxième niveau. En effet, nous avons re-
tenu de construire ces efforts généralisés par la méthode des puissances virtuelles. Celle-ci
va sappuyer sur la dualité entre efforts généralisés et vitesses généralisées que permet la
linéarité de lespace vectoriel des vitesses généralisées.

Choix 4 : Liaisons internes

Le modélisateur peut quelquefois estimer que lespace vectoriel des champs de vitesses
généralisées quil a construit avec ses trois premiers choix fondamentaux est « trop grand ».
Par exemple il peut souhaiter modéliser un milieu mono-particulaire à microstructure ponc-
tuelle incompressible. Lespace vectoriel construit comprend tous les champs de vecteurs
dans son domaine. Les champs ne faisant pas varier le volume vérifient div[V (x, t )] = 0. Ils
forment un sous espace vectoriel de lespace vectoriel des champs de vecteurs. Donnons
un autre exemple. Dans un modèle de poutre, les champs de vitesses généralisées défi-
nis par les trois premiers choix sont des champs de distributeurs des vitesses généralisées
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des sections considérées comme des microstructures rigides. Ces champs comprennent
donc une partie correspondant à la vitesse de translation du ń centre ż de la section et
une partie correspondant à la vitesse de rotation à la section. Le modélisateur souhaite
assez souvent relier la vitesse de rotation de la section à lévolution de la géométrie 1D
support des champs (la fibre neutre de la poutre). Il impose par exemple que la normale
aux différentes sections reste parallèle à la tangente à la fibre neutre. (Hypothèse dEuler
Bernoulli). Ceci impose donc légalité entre la vitesse de rotation de la microstructure et
celle de la fibre neutre. Cest, ici encore, une relation linéaire qui va définir un sous espace
vectoriel dans lespace initial des vitesses généralisées. Donnons un dernier exemple ń clas-
sique ż. Le modélisateur dune poutre peut souhaiter ne sintéresser quaux évolutions qui
négligent les variations de longueur de la poutre de façon à privilégier les déformations de
courbures. Il sagit alors de construire un modèle de poutres inextensibles. Cette condition
restreint une fois de plus lespace vectoriel des vitesses généralisées à un sous espace vecto-
riel. Dans toutes ces situations on dit que le modélisateur choisit des liaisons internes dans
son modèle pour restreindre les vitesses généralisées du modèle à un sous espace vectoriel
de celui défini à laide des trois premiers choix fondamentaux. Cest le quatrième et dernier
choix fondamental pour la construction du premier niveau (géométrie et cinématique) du
modèle de la famille des objets considérés.

Ce dernier choix a, comme on peut sen douter vu la nature de ses conséquences, moins
dimportance que les précédents. Lessentiel est dans le support et la nature des champs de
vitesses généralisées déterminés par les trois premiers choix. Il faut cependant à ce stade
de la modélisation éviter dabuser des liaisons internes. La nature des simplifications intro-
duites est souvent illusoire et cache définitivement certaines informations qui pourraient
savérer utile par la suite. En particulier les conséquences de ces choix au deuxième niveau
de la modélisation (modélisation des efforts) peuvent sérieusement dégrader lintérêt du
modèle. Par exemple effectuer, à ce stade dun modèle mono-particulaire sans microstruc-
ture, le choix dune liaison interne dincompressibilité fait disparaître du modèle la partie
isotrope de la contrainte. Pour la plus part des applications cette conséquence est très gê-
nante. Lalternative est de construire le modèle sans cette liaison interne au premier niveau
et de ne lintroduire quau troisième et dernier niveau lorsque lon parle de comportement
des matériaux. Certains modèles de poutre gagneraient en clarté si on leur appliquait la
même prudente résolution.

Exemples de modèles 1D

Nous donnons ci-dessous six exemples de modèles mécaniques dans lesquels la va-
riété différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques, a
pour dimension 1 (premier choix). Il sagit de différents modèles de milieux curvilignes.
En dehors du dernier modèle qui est multi-particulaire, les autres sont mono-particulaires
(deuxième choix).

Dans le premier modèle présenté, les particules sont sans microstructure. Ce sont donc
des points. Il nest alors pas possible pour le milieu de réagir à une flexion. Il sagit dun
modèle de fil.
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Théorie 1D : Fil

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 3 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{
V : x ∈Ct 7→V (x, t ) ∈R3}

Les quatre modèles qui suivent le modèle de fil et qui précèdent le modèle multi-
particulaire sont des modèles dans lesquels les particules ont une microstructure. Pour les
deux premiers il sagit dune microstructure rigide orientable. Pour les deux autres il sagit
dune microstructure orientable, et déformable. Ces quatre modèles avec des particules à
microstructure orientable sont des modèles de poutres puisque les variations dorientation
permettent de donner un comportement en flexion à lobjet curviligne.

Le premier comporte des particules à microstructure rigide orientable sans liaison in-
terne. Il sagit dun modèle très classique et très utilisé pour décrire les poutres. Cest ce que
lon appelle le modèle de poutre de Timoshenko, du nom dun de ses inventeurs.

Théorie 1D : Poutre de Timoshenko

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : rigide orientée

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 6 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{(

V ,ω
)

: x ∈Ct 7→ (V (x, t ),ω(x, t )) ∈R6, ω anti-sym
}

Rotation : produit vectoriel ou tenseur anti-symmétrique

V A =V B +ω∧B A =V B +ω.B A

Le second modèle de poutre comporte lui aussi des particules à microstructure rigide
orientable. Il diffère du précédent par le choix dimposer une liaison interne qui impose à
la microstructure une rotation égale à celle du milieu curviligne. Ainsi, les sections dans
ce modèle restent perpendiculaires à la fibre neutre du milieu curviligne. Il sagit, là en-
core, dun modèle très classique et très utilisé nommé modèle de poutre dEuler Bernoulli.
Il permet, grâce à la liaison interne introduite, de diminuer le nombre de champs ciné-
matiques inconnus, mais il néglige les phénomènes de cisaillement dans lépaisseur de la
poutre 3D et les énergies associées. Ceci peut poser quelques problèmes lorsque lélance-
ment des poutres est faible (poutres courtes) ou si leur âme est très souple en cisaillement
(poutres en matériau sandwich).
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Théorie 1D : Poutre d’Euler Bernoulli

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : rigide orientée

4) Liaisons internes : 2 (rotation fibre neutre)

Champ de vitesse à 4 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{(

V ,ω1
)

: x ∈Ct 7→ (V (x, t ),ω1(x, t )) ∈R4,

ω=ω1e1 +
(
∂V

∂s
.e2

)
/

∥∥∥∥∂x

∂s

∥∥∥∥e3

}

Le troisième modèle et le quatrième modèle de poutre comportent des particules à
microstructure déformable. Dans le troisième, un champ scalaire dans le milieu curviligne
permet de prendre en compte une déformation hors plan de la section (gauchissement).
Ce modèle est particulièrement utile lorsque la section est constituée de parois minces
(poutres tubulaires par exemple). Ce modèle est relativement souvent utilisé pour ces types
dobjet.

Théorie 1D : Poutre à paroi mince

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : déformable hors plan

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 7 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{(

V ,ω,Vg

)
: x ∈Ct 7→ (V (x, t ),ω(x, t ),Vg (x, t )) ∈R7,

ω anti-sym,
}

Le quatrième modèle a été construit pour répondre à un besoin de modélisation spéci-
fique de lindustrie des pneumatiques. Les tringles des pneus poids lourds sont constituées
dun assemblage en parallèle de fils métalliques. Il est naturel de modéliser cet objet à laide
dun milieu curviligne, mais il est nécessaire de prendre en compte la déformation dans
leur plan des différentes sections. Il a donc été nécessaire de développer un modèle spé-
cifique de milieu curviligne mono-particulaire à microstructure déformable dans le plan
des sections pour répondre à ce besoin. À notre connaissance ce modèle, na pas dautres
applications aujourdhui que celles de la modélisation des tringles des pneumatiques poids
lourds.
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Théorie 1D : Tringle Michelin (Majoub 2005)

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : déformable

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 9 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{(

V ,ω,V S

)
: x ∈Ct 7→ (V (x, t ),ω(x, t ),V S(x, t )) ∈R9,

ω anti-sym,
}

Ainsi que nous lavons dit plus haut le dernier modèle présenté dans cette section est un
modèle de milieu curviligne multi-particulaire. Il a été développé chez ArcelorMittal pour
modéliser simplement les phénomènes de contraintes internes qui se produisent dans les
bandes dacier lors des laminages. Il a été nécessaire dintroduire 37 particules (sans micro-
structure) en chaque point de matière du milieu curviligne pour permettre de prédire cor-
rectement les phénomènes qui présentaient un intérêt pour lindustriel. Malgré ce nombre
de particules élevé, le modèle est calculable très rapidement, grâce à sa dimension 1D. Cest
ce qui permet une utilisation pour le pilotage en temps réel des outils de laminage.

Théories 1D : Multifil Arcelor (Cera 2004)

1) Famille géométrique de l’objet : Ct (1D plongé dans le plan)

2) Nombre de particules de matériaux : 37 Particules (section de fil)

3) Microstructure des particules : aucune

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 74 composantes en chaque point de Ct

Vt =
{(

V 1, · · · ,V 37

)
: x ∈Ct 7→

(
V 1(x, t ), · · · ,V 37(x, t )

) ∈R74}

Exemples de modèles 2D

Nous donnons maintenant quatre exemples de modèles mécaniques dans lesquels la
variété différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques,
a pour dimension 2 (premier choix). Il sagit de différents modèles de milieux surfaciques.
En dehors du dernier modèle qui est multi-particulaire, les autres sont mono-particulaires
(deuxième choix). Dans le premier modèle présenté les particules sont sans microstructure.
Ce sont donc des points. Il nest alors pas possible pour le milieu de réagir à une flexion. Il
sagit dun modèle de membrane.
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Théorie 2D : Membranes

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 3 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{
V : x ∈Ωt 7→V (x, t ) ∈R3}

Les deux modèles qui suivent le modèle de membrane et qui précèdent le modèle
multi-particulaire sont des modèles dans lesquels les particules ont une microstructure.
Pour les deux modèles il sagit dune microstructure rigide orientable uniaxiale. Ces deux
modèles avec des particules à microstructure orientable sont des modèles de plaques ou
de coques puisque les variations dorientation permettent de donner un comportement en
flexion à lobjet surfacique.

Le premier des modèles de plaque comporte des particules à microstructure rigide
orientable uniaxiale sans liaison interne. Il sagit dun modèle très classique et très utilisé
pour décrire les plaques. Cest ce que lon appelle le modèle de plaque de Reissner Mindlin
du nom de ses inventeurs.

Théorie 2D : Plaque de Reissner Mindlin

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 5 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{(

V ,ω2,ω3
)

: x ∈Ωt 7→
(
V (x, t ),ω2(x, t ),ω3(x, t )

) ∈R5, ω anti-sym
}

Le second modèle de plaque comporte lui aussi des particules à microstructure rigide
orientable uniaxiale. Il diffère du précédent par le choix dimposer une liaison interne qui
impose à lorientation de la microstructure de rester perpendiculaire à la surface décrivant
les objets. Il sagit, là encore, dun modèle très classique et très utilisé nommé modèle de
plaque de Love Kirchhoff. Il permet, grâce à la liaison interne introduite, de diminuer le
nombre de champs cinématiques inconnus, mais il néglige les phénomènes de cisaille-
ment dans lépaisseur de la plaque 3D et les énergies associées. Ceci peut poser quelques
problèmes lorsque lélancement des plaques est faible (plaques épaisses) ou si leur âme est
très souple en cisaillement (plaques en matériau sandwich).
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Théorie 2D : Plaque de Love Kirchoff

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales

4) Liaisons internes : particule reste perpendiculaire à la surface moyenne

Champ de vitesse à 3 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{
V : x ∈Ωt 7→V (x, t ) ∈R3}

Difficultés pour écrire les conditions aux limites.

Ainsi que nous lavons dit plus haut le dernier modèle présenté dans cette section est un
modèle de milieu surfacique multi-particulaire. Il a été développé pour prendre en compte
les phénomènes de bord et les problèmes de délaminage dans les matériaux multicouche
comme les matériaux composites. Il comprend une particule par couche ce qui permet un
accès naturel et facile aux efforts entre les couches à lorigine des phénomènes de délami-
nage.

Théories 2D : Plaque Multicouches M4-5n (A. Ehrlacher, JF. Caron, et al.)

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : n Particules (couche)

3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 5n composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{

x ∈Ωt 7→
(
V 1(x, t ),ω

1
(x, t ), · · · ,V n(x, t ),ω

n
(x, t )

)
∈R5n

}

Exemples de modèles 3D

Nous donnons maintenant quatre exemples de modèles mécaniques dans lesquels la
variété différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques,
a pour dimension 3 (premier choix). Il sagit de différents modèles de milieux volumiques.
Les deux premiers modèles sont mono-particulaires, les deux autres sont multi-particulaires
(deuxième choix). Dans le premier modèle et les deux derniers modèles les particules sont
sans microstructure. Ce sont donc des points. Dans le second modèle les particules ont
une microstructure rigide orientable 3D.

Le premier modèle 3D mono-particulaire sans microstructure est le modèle le plus
classique et le plus utilisé par les ingénieurs. Il porte le nom de modèle de Cauchy, du
nom de son principal inventeur. Ce modèle a une importance considérable pour les ap-
plications et le développement des sciences mécaniques. Cest le modèle que nous retien-
drons pour tous les autres chapitres dans la suite de cet ouvrage.
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Théorie 3D : Milieu de Cauchy

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 3 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{
V : x ∈Ωt 7→V (x, t ) ∈R3}

Le second modèle est lui aussi 3D mono-particulaire, mais les particules ont une mi-
crostructure 3D rigide orientable. Il porte le nom de modèle de Cosserat du nom des deux
frères qui le proposèrent en 1909. Les applications de ce modèle sont relativement rares,
mais le modèle est célèbre à cause de son élégance et de ses vertus pédagogiques. Il per-
met dillustrer de manière claire les différents choix que le modélisateur peut être amené
à faire. Parmi ses plus belles applications nous mentionnons la modélisation des cristaux
liquides et des matériaux cristallins dans lesquelles, à lévidence il est nécessaire de dé-
crire une orientation associée aux particules. Il a, par ailleurs, montré son efficacité pour
la prévision de bandes de cisaillement, qui peuvent apparaître sous forme de déforma-
tions intenses localisées, dans certains processus de déformation de matériaux. Pour ces
prévisions, le modèle de Cauchy est inefficace alors que le modèle de Cosserat introduit
une petite échelle de longueur caractéristique du matériau dans sa construction, au ni-
veau de lécriture de son comportement. Cela change la nature des équations du problème
et permet une prévision de lapparition et de lorientation des bandes de cisaillements.

Théorie 3D : Milieu de Cosserat

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : orientées

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 6 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{(

V ,ω
)

: x ∈Ωt 7→ (V (x, t ),ω
t
(x, t )) ∈R6, ω anti-sym

}
Le troisième modèle est 3D multi-particulaire sans microstructure. Chaque point de

matière comporte deux particules, une de squelette et une de fluide. Cest le modèle le
plus classique et le plus utilisé par les ingénieurs en mécanique des sols et pour décrire
le comportement mécanique des milieux poreux saturés par un fluide. Il porte le nom de
modèle de Biot, du nom de son principal « inventeur ». Une part importante des cours de
mécanique des sols est consacrée à létude de lécriture des comportements des matériaux
(sols) dans le cadre de ce modèle.
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Théorie 3D : Milieu poreux saturé de Biot

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 2 Particules (1 squelette, 1 fluide)

3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 6 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{(

V sq,V fl

)
: x ∈Ωt 7→ (V sq(x, t ),V fl(x, t )) ∈R6

}
Le quatrième et dernier modèle proposé ci-dessous est 3D multi-particulaire sans mi-

crostructure. Chaque point de matière comporte quatre particules, une de squelette et
trois de fluide. Généralement une des particules fluides est de leau liquide, une autre de
leau vapeur et la dernière de lair « sec ». Cest un modèle qui a été développé récemment
pour différentes applications à des milieux poreux non saturés. Il a des applications dans le
domaine des sols non saturés comme les sols des remblais, et depuis quelques années de
nombreuses applications dans le domaine des bétons. Il devrait vraisemblablement avoir
dans un avenir proche des applications dans le domaine des céramiques à hautes perfor-
mances, notamment pour ce qui concerne la prévision des phénomènes de frittage des
poudres doxydes et la consolidation du matériau.

Théorie 3D : Milieu poreux non saturé (béton)

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 4 Particules (1 squelette, 3 fluides)

3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 12 composantes en chaque point de Ωt

Vt =
{

x ∈Ωt 7→
(
V sq(x, t ),V e(x, t ),V v(x, t ),V a(x, t )

)
∈R12

}

Exemple d’un modèle 6D

Pour finir cette collection dexemples, nous présentons un modèle plus exotique qui a
été proposé par Maurizio Brocato dans le cadre de sa thèse de lENPC pour les besoins dun
producteur daluminium. Cest un modèle de matériaux polycristallins. A léchelle dobserva-
tion de lingénieur, chaque volume élémentaire contient un nombre très grand de cristaux
dorientations variées. La distribution de ces orientations à léchelle dite ń micro ż joue un
rôle très important sur la réponse du matériau à une sollicitation à léchelle macrosco-
pique. La proposition de M. Brocato est de décrire les objets dans un « espace profond »,
produit cartésien de lespace euclidien classique à trois dimensions par la variété différen-
tielle de dimension 3, SO 3, qui décrit les différentes orientations possibles dun objet 3D
rigide (ensemble des tenseurs orthogonaux par exemple). Cet univers à 6 dimensions per-
met la construction dun modèle mono-particulaire de la famille dobjets considérés. En
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effet une particule occupe un point de lunivers à 6 dimensions. Elle a donc une position
dans lespace euclidien. On pourrait de manière alternative considérer que lon a un modèle
3D classique, mais avec une infinité de particules en chaque point de matière, chacune
dentre elles se distinguant des autres par son orientation. En fait la vision de ce modèle
comme celle dobjets mono-particulaires dans un espace profond présente des avantages
non négligeables pour lécriture des équations.
Théorie 6D : Milieu de Cosserat en espace profond de Brocato

1) Famille géométrique de l’objet : Ωt ×SO3 (6D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule

3) Microstructure des particules : orientées

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse à 6 composantes en chaque point de Ωt ×SO3

2.2.2 Description du mouvement et cinématique

Les quatre choix fondamentaux décrits plus haut correspondent à la première étape de
la construction du premier niveau. Nous allons ci-dessous aborder la deuxième étape de
ce premier niveau : la description du mouvement et de la cinématique de la famille des
objets, définie à laide des quatre premiers choix fondamentaux du modélisateur. Plusieurs
descriptions du mouvement sont possibles. La plus naturelle consiste à décrire les champs
de vitesses généralisées dans la configuration actuelle. Cest la description eulérienne du
mouvement. Cette première description est peu efficace pour décrire des matériaux solides
et les concepts de déformation sont difficiles à exhiber.

On peut, pour palier ces difficultés, utiliser une description qui fasse appel à une confi-
guration de référence pour chaque ensemble de particules et aux transformations de ces
configurations pour avoir la configuration actuelle occupée à linstant t par lensemble des
particules. Cest la description lagrangienne du mouvement.

Gérer simultanément plusieurs configurations de référence (une pour chaque type de
particules) pose des problèmes techniques importants, essentiellement liés au fait que
dans un domaine donné, à linstant t , les ensembles de particules concernés varient. On
utilise alors une description mixte, qui privilégie un type de particules dont le mouvement
bénéficiera dune description lagrangienne alors que le mouvement des autres particules
sera décrit à laide de descriptions eulériennes. Ces trois descriptions sont lobjet des trois
sections ci-dessous.

Description eulérienne du mouvement

À la fin de la première étape de construction du modèle nous sommes censés connaître
à linstant t :

• Le domaine Ωt occupé par les particules qui nous intéressent

• La nature de chacune des particules, c’est-à-dire la nature mathématique des champs
de vitesses généralisées associés à ces particules (champs de vecteurs pour les parti-
cules ponctuelles, champs de distributeurs pour les particules rigides,etc.)
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Nous avons donc ainsi une description du mouvement de ces particules. Cette descrip-
tion par la donnée des champs de vitesses généralisées dans la configuration actuelle est
appelée description eulérienne. Elle est très utilisée dans les matériaux fluides qui nont
pas la « mémoire » de leur forme initiale. Lorsque lon sintéresse à des matériaux solides,
il est nécessaire dintégrer ces champs de vitesses généralisées pour avoir la trajectoire de
chacune des particules. On peut alors, en étudiant la variation des trajectoires de parti-
cules initialement voisines exhiber un concept de déformation généralisée des particules.
Cest lhistoire des champs de déformations généralisées de lensemble des particules qui
représente linformation essentielle du phénomène de changement de forme au cours de
la transformation. Cette histoire est donc lune des inconnues principales du problème de
prévision des changements de forme dun objet dans le cadre dun modèle.

Cette description du mouvement pose deux difficultés principales. La première est es-
sentiellement technique. Pour avoir accès aux concepts de déformations de lobjet, il est
nécessaire dintégrer les champs de vitesses pour déterminer les trajectoires. La seconde est
que le domaine Ωt , occupé par les particules qui nous intéressent, évolue dans le temps.
Cest donc, le plus souvent, un domaine inconnu (en revanche le domaine initial Ω0 est le
plus souvent connu). Nous sommes donc amenés à écrire des équations dans un domaine
que nous ne connaîtrons quaprès les avoir résolues. Cest la raison pour laquelle cette des-
cription du mouvement est peu utilisée en mécanique des solides, même si elle semble la
plus directement connectée à la définition des objets de la famille.

Nous résumons la description eulérienne comme suit (cf. figure 2.7) :

• A chaque instant t , pour tout point de matière x, on connaît :(
V1(x, t ), · · · ,Vn(x, t )

)
• Vi (x, t ) : vitesse généralisée de la i -ième particule en x et t .

Ωt

x

V (   ,t)2 x V (   ,t)n x...
V (   ,t)1 x

FIGURE 2.7 – Description eulérienne du mouvement en vitesses.

Description lagrangienne du mouvement

Pour éviter les inconvénients de la description eulérienne des mouvements pour les
solides, nous pouvons considérer une configuration de référence Fi pour chacune des n
familles de particules (1 ≤ i ≤ n). Nous notons X i une particule de Fi . À linstant t , on
considère le domaine d’intérêt Ωt actuel. Une partie (variable dans le temps) des parti-
cules du domaine Fi de chaque famille, qu’on note Ωi

0(t ), se trouve dans le domaine Ωt .
Ce sont ces particules qui nous intéressent à cet instant. (Les domaines de référence Fi
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peuvent être éventuellement plus grand que les domaines Ωi
0 car par exemple les parti-

cules « fluide » peuvent s’écouler ou diffuser, et on ne considère alors que celles qui sont
dans Ωt à l’instant t ).

Le placement des particules à linstant t est donné par n applications Φi (X i , t ) partant
de ces sous-ensembles Ωi

0(t ) et à valeurs dans lensemble constitué du produit cartésien
de lespace euclidien 3D R3 et de la variété différentielle des microstructures. Par exemple,
la variété différentielle des microstructures pour les particules rigides 3D orientables est le
groupe des rotations SO3, (i.e., lensemble des tenseurs orthogonaux, variété différentielle
de dimension 3). Ainsi, pour cet exemple, placer une particule revient à donner sa position
dans lespace euclidien R3 et lorientation de sa microstructure à laide dune rotation c’est-
à-dire un élément de SO3. Si une particule a une « microstructure déformable », il faut en
outre donner la « forme » de cette microstructure. Cette description du mouvement est
appelée lagrangienne.

On voit que, si elle est commode et simple pour un milieu mono-particulaire, elle est
assez lourde pour un milieu multi-particulaire à cause de la prise en compte de plusieurs
configurations de références pour les familles de particules. Dans la pratique elle nest uti-
lisée, dans le cas multi-particulaire, quavec des hypothèses simplificatrices du type « pe-
tit déplacements relatifs entre les différentes particules ». Sous cette hypothèse, même si
les déplacements des particules peuvent être importants, deux particules de familles dif-
férentes, initialement voisines, restent voisines au cours du processus de déformation de
lobjet. Ainsi on peut en première approximation « confondre » les configurations de réfé-
rence des différentes particules.

Nous résumons la description lagrangienne du mouvement comme suit (cf. figure 2.8) :

• Nécessaire pour définir le concept de déformation

• On définit n configurations de référence Ω1
0, · · · ,Ωn

0

• X i est la i -ième particule, dans la configuration de référence Ωi
0, en x à l’instant t

• On a n trajectoires : x =ϕ
i
(X i , t )

Ωt

x

X

Ω0
1

Ω0
n

...1 Xn

x=ϕ (     ,t)X1 x=ϕ (     ,t)Xn1 n

FIGURE 2.8 – Description lagrangienne du mouvement.
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Description mixte du mouvement

Comme nous venons de le voir une description totalement lagrangienne du mouve-
ment dun objet dans un modèle multi-particulaire nest pas très commode. Il se trouve que
dans de nombreux modèles multi-particulaires une des familles de particules joue un rôle
plus important que les autres. Cest le cas dans les milieux poreux saturés ou non par des
fluides. Dans ces situations il est commode de proposer une description mixte du mouve-
ment. Cette description est lagrangienne pour la particule choisie et eulérienne pour les
autres particules. Nous bénéficions ainsi des avantages que donne le fait de disposer dune
configuration de référence pour introduire des concepts de déformation dans le milieu,
tout en conservant la simplicité que permet le fait de navoir quune seule configuration de
référence. Dans ce type de description, nous ne nous intéressons quaux trajectoires des
particules de la première famille. On comprend bien que cette description du mouvement
est pertinente lorsque la première particule est celle dun squelette et que les autres parti-
cules sont de type fluide.

Nous résumons la description mixte du mouvement comme suit (cf. figure ??) :

• Description lagrangienne pour le squelette

• Description eulérienne pour les fluides

• On définit une configuration de référence Ω0

• On note X la particule squelette dans Ω0 qui est en x à l’instant t

• V2(x, t ), · · · ,Vn(x, t ) : vitesses des particules dans la configuration actuelle Ωt

• On a une seule trajectoire x =ϕ(X , t )

Ωt

x

X

Ω0
x=ϕ(    ,t)X

V (   ,t)2 x V (   ,t)n x...
FIGURE 2.9 – Description mixte du mouvement.

Quelque soit le type de description du mouvement retenu, la fin de la construction du
premier niveau du modèle consiste à exhiber les concepts de déformations cohérents avec
les quatre premiers choix fondamentaux effectués. Nous illustrerons ce travail dans le cas
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du modèle de Cauchy au chapitre 3. Lorsque la construction du premier niveau du modèle
est effectuée, nous pouvons aborder le deuxième niveau qui permettra de définir les efforts
dans le modèle.

2.3 Niveau 2 : Définition des efforts

Les efforts sont introduits dans le deuxième niveau de construction du modèle sur
la configuration actuelle. La méthode utilisée est celle des puissances virtuelles qui sera
présentée ci-dessous. Lidée philosophique de base de la méthode est que les concepts
« premiers » sont ceux de mouvement (vitesses) et de puissance. Les efforts napparaissent
quensuite et sont identifiés par leurs conséquences en termes de puissance lorsquils sont
appliqués à un objet en mouvement. Il nest pas nécessaire dadopter ce point de vue pour
construire un modèle de mécanique. On peut introduire les efforts comme un concept pre-
mier. On peut aussi les introduire en faisant un bilan des quantités de mouvement,etc. La
méthode des puissances virtuelles sera retenue ici car elle possède un coté « automatique »
dans la construction des efforts qui permet de reporter à plus tard la question du sens phy-
sique de ceux-ci. On peut ainsi avoir quelques surprises sur le sens physique du modèle
construit, ce qui présente bien sûr quelques inconvénients, mais aussi les avantages dune
plus grande liberté de création et dinvention dans la modélisation.

La méthode se déroule en trois étapes. Chacune des deux premières étapes consistent
en un choix du modélisateur. Le premier choix concerne lespace vectoriel des mouve-
ments virtuels. On peut considérer quil sagit en quelque sorte dune « boite à outils » qui
va permettre de mesurer les efforts. Le deuxième choix concerne la définition des efforts à
proprement parler. Comme nous lavons dit plus haut, ceux-ci sont définis par leur consé-
quence, en termes de puissance, sur chacun des mouvements virtuels de lespace vecto-
riel précédemment choisi. La relation linéaire entre la puissance dun système defforts et
le mouvement virtuel implique que les efforts vont être définis par des formes linéaires
sur lespace vectoriel des mouvements virtuels. Le deuxième choix est donc celui de ces
formes linéaires définissant les efforts. La dernière étape est lapplication du Principe des
Puissances Virtuelles. Ce principe est équivalent aux deux lois de Newton ou au principe
de conservation de la quantité de mouvement. Il va permettre décrire les lois déquilibre
des efforts dans le modèle en construction.

2.3.1 Choix de lespace vectoriel des mouvements virtuels

Comme nous lavons dit, le premier choix concerne lespace vectoriel des mouvements
virtuels. On peut considérer quil sagit en quelque sorte dune « boite à outils » qui va per-
mettre de mesurer les efforts. Dans cette boite à outils on trouve des champs analogues à
ceux qui ont été identifiés comme étant les champs des vitesses généralisées après le troi-
sième ou le quatrième choix fondamental au premier niveau de construction du modèle
(avant ou après le choix des liaisons internes). Lidée de base est que le système defforts
donne une mesure scalaire de la puissance qui serait développée si le champ des vitesses
généralisées était celui de la fonction test. Lorsque lon a passé en revue lensemble des
fonctions tests, on a caractérisé ce système de force puisque lon connaît son action, en
termes de puissance, quelque soit le champ de vitesse dans lequel il est susceptible de
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travailler.

Il est important de noter que cet espace vectoriel noté C ∗ doit contenir les vitesses
généralisées réelles possibles. Notons cependant que comme il ne sagit que de « fonctions
tests », elles nont pas, au contraire des vitesses généralisées réelles, de dépendance par rap-
port au temps t , (autre que le fait dêtre des champs du domaine Ωt ). Il peut cependant être
plus grand que lespace vectoriel des vitesses généralisées réelles possibles et contenir des
champs interdits par les liaisons internes. Généralement il est recommandé de retenir pour
lespace vectoriel des mouvements virtuels, lespace vectoriel créé après le troisième choix
fondamental (microstructure des particules). Cela permet en effet de prendre en compte
des efforts intérieurs (voir définition plus loin) qui « ne travaillent pas ». Pour illustrer, pre-
nons lexemple d« un champ de pression » dans un milieu obéissant à une liaison interne
dincompressibilité. Les détails seront donnés plus loin. Cependant, le choix étant possible,
nous avons ici affaire au cinquième choix fondamental du modèle.

Un autre choix important concernant cette « boite à outils » est celui des mouvements
virtuels rigidifiant. De quoi sagit-il ? Nous savons que lun des principes de Newton est ce-
lui de l« égalité de laction et de la réaction ». Ainsi si nous partitionnons notre système
étudié en deux sous-systèmes, le premier sous-système exerce des efforts sur le second et
réciproquement le second exerce une réaction sur le premier. Daprès le principe de New-
ton ces deux systèmes de forces sont opposés. Il est clair que ce sont des efforts intérieurs
à notre système. La généralisation de ce principe de Newton dans une approche de type
« Puissances Virtuelles » postule que les efforts intérieurs ne travaillent pas dans un mou-
vement rigidifiant, c’est-à-dire un mouvement qui ne déforme pas le système auquel on
sintéresse. (À lévidence, dans ce cas, la puissance de leffort du premier sous-système sur
le second est lopposé de la puissance de leffort du second sous-système sur le premier).
Ces mouvements rigidifiant (ou vitesses virtuelles rigidifiant, ou fonctions tests rigidifiant)
forment à lévidence un sous-espace vectoriel de lespace vectoriel des mouvements vir-
tuels. Il est donc nécessaire de choisir le sous-espace vectoriel des mouvements rigidifiant
dans lespace vectoriel des mouvements virtuels. Cest le sixième choix fondamental du mo-
dèle.

On peut douter que le modélisateur ait là un véritable choix à faire. Dans les milieux
mono-particulaires, sans microstructure, le « choix » du sous espace vectoriel des mou-
vements rigidifiant simpose. En revanche, dans les milieux multi-particulaires ou lorsque
les particules ont une microstructure, ce choix permet en fait de préciser la signification
cinématique des différents champs de vitesses généralisées. Illustrons avec lexemple dune
particule avec microstructure dobjet rigide orientable. Dans les modèles contenant ce type
de particules, parmi les champs de vitesses généralisées, on trouve un champ donnant
le « taux de rotation » de la microstructure. De quel taux de rotation sagit-il ? Deux choix
simples sont possibles. Le premier consiste à dire quil sagit du taux de rotation par rap-
port au référentiel euclidien dans lequel nous décrivons les objets. Le second consiste à
dire quil sagit du taux de rotation de la microstructure par rapport à la matière. (Il est
conseillé dadopter le premier point de vue sauf sil y a des avantages évidents à utiliser le
second). Dans le premier cas lune des caractéristiques des mouvements rigidifiant est que,
dans un tel mouvement, la rotation de la microstructure doit être égale à la rotation de la
matière. Dans le second cas la rotation (relative à la matière) dans un mouvement rigi-
difiant doit être nulle. Ainsi les deux « choix fondamentaux » effectués pour la définition
de lespace vectoriel des mouvements virtuels et de son sous espace vectoriel des mouve-
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ments rigidifiant ont une importance moindre que les précédents et napporte finalement
que des précisions sur le sens à donner aux différentes composantes du champ de vitesses
généralisées.

2.3.2 Choix des formes linéaires définissant les efforts

Avant de choisir les formes linéaires définissant les efforts tentons de comprendre la
nature des efforts en jeu dans les objets mécaniques que nous souhaitons modéliser. Pour
cela quittons un instant notre échelle macroscopique de description des objets et intéres-
sons nous, à une échelle bien inférieure, à une petite partie du matériau constituant notre
objet. Nous nommerons cela un volume élémentaire. Ce volume de très petite taille par
rapport aux dimensions de notre objet est sensé représenter, à une échelle microscopique
ce que nous avons appelé une particule à léchelle macroscopique. Nous utiliserons donc
indifféremment dans la suite le terme de volume élémentaire ou celui de particule. Ce vo-
lume élémentaire est soumis à des efforts de la part de la matière présente dans le reste
de lUnivers. Pour ces efforts nous ferons la distinction entre la partie des efforts venant
de la matière hors de notre objet, et la partie des efforts venant des autres particules de
notre objet. Les premiers seront appelés efforts extérieurs, les seconds efforts intérieurs.
Le référentiel attaché à la particule nétant généralement pas galiléen, il nous faut ajouter
des efforts dinertie liés au mouvement du référentiel lié à la particule par rapport à un
référentiel galiléen. Nous parlerons defforts daccélération pour désigner ces efforts. Nous
distinguons ainsi trois types defforts exercés sur les particules de notre objet et dans lap-
proche de type ń Puissances Virtuelles ż décrite plus haut, nous aurons donc à choisir trois
formes linéaires sur lespace vectoriel des mouvements virtuels pour définir chacun de ces
efforts. Il sagit là des septième, huitième et neuvième choix fondamentaux pour la créa-
tion du modèle de la famille dobjet qui nous intéresse. Nous allons revenir à notre ń vo-
lume élémentaire ż afin de comprendre quelle est la nature des relations entre ces formes
linéaires et les fonctions tests de lespace vectoriel des mouvements virtuels. Nous allons
successivement étudier par ordre de complexité croissante :

• La forme linéaire définissant les efforts extérieurs

• La forme linéaire définissant les efforts daccélération

• La forme linéaire définissant les efforts intérieurs

Concernant cette dernière forme linéaire, rappelons-nous que nous avons défini un sous
espace vectoriel des mouvements rigidifiant. Bien évidemment les efforts intérieurs ont
une puissance virtuelle nulle pour ces mouvements rigidifiant. Il sagira de sassurer que le
sous espace vectoriel correspondant sera inclus dans le noyau de la forme linéaire corres-
pondante. Plus précisément il sagira de construire une forme linéaire définissant les efforts
intérieurs de façon à ce quelle satisfasse cette condition. Cest ce qui est appelé la condition
de cohérence du modèle.

La puissance virtuelle des efforts extérieurs

Considérons une particule de notre objet, ou, ce qui revient au même conceptuelle-
ment, un volume élémentaire représentant cette particule à une échelle microscopique.
Cette petite partie de matière est soumise à un système de forces extérieures de la part des
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particules « extérieures » à notre objet. Nous allons distinguer les forces inter-particulaires
« à longue portée » (à léchelle de lingénieur) de celles à « courte portée ». Lexemple le plus
habituel des forces du premier type est la gravité. Elles ont pour origines différents champs
physiques (gravitaire, électromagnétique, etc.) créés par les particules extérieures à notre
objet au voisinage de la particule considérée. Les forces à courte portée sont celles asso-
ciées « au contact » à léchelle de lingénieur. Elles ont une origine électrostatique très locale,
liée aux phénomènes dattraction et de répulsion datomes à léchelle atomique. On voit bien
que les « particules intérieures » à notre objet ne subissent pas daction de ce type de la part
des « particules extérieures ». Il nen est pas de même pour les volumes élémentaires très
proches de la frontière. A léchelle de lingénieur il sagit des particules sur la frontière de
lobjet. Dans un mouvement virtuel de lobjet, chaque particule va recevoir une puissance
virtuelle, fonction linéaire de sa vitesse généralisée. Ainsi globalement pour lensemble de
lobjet on voit que lon peut généralement écrire la puissance virtuelle des efforts extérieurs
dans un mouvement virtuel comme la somme

1) dune intégrale, sur le domaine (volume) actuel, de lobjet dune densité scalaire, li-
néaire en fonction de la vitesse généralisée locale de la particule, traduisant les puis-
sances virtuelles reçues par toutes les particules de lobjet grâce aux efforts « à longue
portée »

2) dune intégrale sur la frontière (surface) actuelle de lobjet dune densité scalaire, li-
néaire en fonction de la vitesse généralisée locale de la particule, traduisant les puis-
sances virtuelles reçues par les particules de la frontière de lobjet grâce aux efforts
de contact avec lextérieur « à courte portée ».

Le choix de ces densités volumique et surfacique de puissance virtuelle, à intégrer res-
pectivement dans le domaine et sur la surface, afin dobtenir la forme linéaire « Puissance
Virtuelle des efforts Extérieurs » (PVE), suffit généralement pour la plupart des modèles et
des applications. Ceci dit il est possible de faire des choix plus complexes, à charge pour
le modélisateur den donner le sens physique à la fin de la construction de son modèle.
Localement les densités de puissance virtuelle sont des expressions scalaires, linéaires des
valeurs locales des vitesses généralisées. On postule donc lexistence locale de grandeurs
duales des vitesses généralisées. (Vecteur dans le cas dune particule sans microstructure,
torseur dans le cas dune particule avec une microstructure rigide orientable, etc.). Ces
êtres mathématiques, duaux des vitesses généralisées, sont appelés « champs de forces ex-
térieures de volume généralisées » pour ce qui concerne la densité volumique et « champs
de forces extérieures de surface généralisées » pour ce qui concerne la densité surfacique.
Les champs de forces extérieures de volume généralisées sont des données de notre mo-
dèle.

La puissance virtuelle des efforts daccélération

La dérivée en suivant les particules du champ des vitesses généralisées nous donne
le champ des accélérations généralisées des particules de notre objet. Pour chacune des
particules, la puissance virtuelle des efforts daccélération doit être linéaire

1) en fonction de la vitesse généralisée de la particule

2) en fonction de son accélération généralisée
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Ainsi généralement la puissance virtuelle des efforts daccélération de lobjet sera une inté-
grale dune densité volumique dans le domaine, linéaire en fonction de la vitesse générali-
sée de la particule et linéaire en fonction de son accélération généralisée. Cette expression
fait intervenir des grandeurs scalaires ou tensorielles caractéristiques des inerties des par-
ticules comme les masses volumiques ou les inerties de rotation.

La puissance virtuelle des efforts intérieurs

Nous nous intéressons maintenant aux interactions entre les différentes particules ap-
partenant à notre objet. Les seules actions qui ont de limportance sont celles à courte por-
tée que nous avons appelé actions de contact. Deux particules en interaction mutuelles
exercent lune sur lautre des actions opposées. Ainsi les interactions entre ces deux parti-
cules ne contribuent à la puissance virtuelle des efforts intérieurs que dans leur mouve-
ment relatif. Lorsque lon se place à léchelle macroscopique et que ces interactions sont à
courte portée, on comprend quil est nécessaire de faire intervenir les gradients du champ
des vitesses généralisées dans lexpression de la puissance linéaire des efforts intérieurs
sous peine davoir un modèle trivial et à pertinence très réduite.

Ainsi, la puissance virtuelle des efforts intérieurs sera le plus souvent écrite comme
lintégrale sur le domaine dune densité linéaire en fonction des vitesses généralisées et de
leurs gradients. Notons que ceci nous donne une liberté considérable. Il sera nécessaire
de comprendre, après la construction du modèle, le sens physique des êtres duaux intro-
duits pour exprimer cette densité. Cest la tâche la plus gratifiante intellectuellement dans
cette méthode de construction de modèle et lorsque les modèles sont complexes, on nest
pas à labri de surprises, bonnes ou mauvaises. Les bonnes surprises de cette méthode au-
tomatique sont linvention de concepts defforts intérieurs non triviaux, pertinents et non
directement accessibles à lintuition. Les mauvaises surprises (malheureusement les plus
nombreuses) sont linvention de nouveaux modèles dont le domaine de pertinence peut
être très réduit, et surtout inadapté pour répondre aux questions que lon se pose sur le
fonctionnement mécanique de nos objets. Il faut alors itérer dans la démarche en essayant
de corriger les défauts des choix initiaux au niveau de la puissance virtuelle des efforts in-
térieurs. Le plus souvent on se contente dutiliser le premier gradient et la théorie des ob-
jets construite est alors dite théorie au premier gradient. Enfin rappelons la condition de
cohérence que nous avons évoquée plus haut : Le sous-espace vectoriel des mouvements
rigidifiant doit appartenir au noyau de la forme linéaire donnant la puissance virtuelle des
efforts intérieurs. (Rappelons que cest léquivalent du principe dégalité de laction et de la
réaction de Newton).

Concrètement le plus souvent on propose une écriture pour la puissance virtuelle des
efforts intérieurs, puis on étudie les conséquences sur les différents termes duaux intro-
duits de la condition de cohérence. Les termes duaux de la vitesse généralisée et de ses
gradients apparaissant dans lexpression de la densité volumique qui sert à la définition
de la puissance virtuelle des efforts intérieurs sont appelés les contraintes généralisées ou
efforts intérieurs du modèle.
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2.3.3 Principe des puissances virtuelles

Quelque soit la méthode utilisée pour construire un modèle mécanique dune famille
dobjets, lorsque les efforts ont été identifiés (ou créés au sens de linvention du modèle), il
est nécessaire dintroduire un principe physique pour pouvoir établir les équations déqui-
libre liants ces efforts. Disons tout dabord quelques mots de ce quest un principe physique
. Selon le Petit Larousse, il sagit dune « loi à caractère général, régissant un ensemble de
phénomènes vérifiée par lexactitude de ses conséquences ». Cest une proposition que les-
prit admet comme point de départ. Le mot a le sens d’origine ou de cause première.

Cest le sens que lui donne Descartes dans le Discours de la Méthode dont la phrase la
plus connue est ń Jai tâché de trouver en général les principes ou premières causes de tout
ce qui est ou qui peut être dans le monde, sans rien considérer pour cet effet que Dieu
seul qui la créé, ni les tirer dailleurs que de certaines semences de vérités qui sont naturel-
lement en nos âmes ż. Un principe physique est donc une création de ń lesprit humain ż
(au sens du fruit de la collaboration de très nombreuses intelligences individuelles au tra-
vers des âges). Il est ń produit ż par un processus itératif associant étroitement lobserva-
tion de la nature (ou plus précisément lobservation dune vaste famille de phénomènes de
caractères similaires), la proposition de concepts de plus en plus synthétiques et pertinents
pour rapporter ces observations, lassociation à ces concepts de grandeurs mesurables, ce
qui saccompagne de la création des unités de mesure correspondante et des opérations ou
relations mathématiques qui ont un sens physique sur ces grandeurs, et enfin la proposi-
tion dune ou de plusieurs équations reliant ces grandeurs, en accord avec la totalité des
expériences et observations réalisées dans le cadre de la famille des phénomènes étudiés.
On admet alors, pour la suite de la construction intellectuelle du ń modèle du monde ż
(ou tout au moins dun monde réduit à la production des phénomènes étudiés), le postulat
que ces relations sont exactes pour la vaste famille des phénomènes étudiés. On aurait tort
de vouloir réduire le principe aux seules équations postulées. Le travail essentiel de lesprit
humain a été de dégager les concepts pertinents et la définition des grandeurs associées
qui précèdent lécriture de ces équations. Notons quelques points importants :

1) La formulation dun principe est le fruit dune démarche longue et itérative, souvent
le sujet dune controverse entre les meilleurs cerveaux humains à travers les âges.

2) Le principe est établi lorsque lensemble de la communauté scientifique qui étudie
la famille de phénomènes visée par ce principe ladopte. Cest une validation par un
avis consensuel de lensemble des experts du sujet.

3) Un principe na aucune prétention à être une Vérité Absolue. Il établi des relations,
avec le niveau de précision demandé, entre les grandeurs attachées à une famille
de phénomènes donnée. On sait bien que les principes de la ń mécanique clas-
sique ż sont contredits par certaines observations qui sont du domaine de la ń mé-
canique relativiste ż par exemple. Cela nempêche pas ces principes de mécanique
classique dêtre ń vrais ż pour une vaste famille de phénomènes (la plupart des phé-
nomènes qui concernent les ingénieurs en génie mécanique) et dêtre reconnus et
utilisés comme tel. Le corollaire de cette proposition est que, lorsquun principe est
établi, il faut chercher à déterminer les limites de son domaine de validité. Lexpé-
rience du passé montre que généralement ses limites de validité, lorsque lon a pu les
déterminer, vont bien au-delà des faits et observations qui ont permis de le conce-
voir et de létablir.

64



4) Lorsque lon cherche à construire un modèle qui appartient manifestement à une fa-
mille de phénomènes pour lesquels un principe physique a été déterminé, il convient
dadopter sans hésitation ce principe pour établir les équations auxquelles sont sou-
mises les grandeurs qui apparaissent dans le modèle. Pour ce qui concerne notre
méthode de construction de modèles mécaniques pour des familles dobjet, nous de-
vons donc adopter les principes de la mécanique classique.

5) Léquation formulée dans un principe physique sert de point de départ à la déduc-
tion de nombreuses autres équations par un processus purement mathématique.
Certaines des équations déduites sont équivalentes à léquation initiale et peuvent
donc, dans une démarche alternative être choisie comme léquation postulée vraie.
Il ya donc plusieurs formulations équivalentes dun même principe. Les équations
postulées vraies dans certaines formulations deviennent ainsi des théorèmes dans
dautres formulations et réciproquement.

Proposons maintenant une formulation pour un principe fondamental de mécanique clas-
sique . Ainsi que nous lavons dit, plusieurs approches sont possibles pour formuler un
principe permettant détablir les équations déquilibre des efforts de notre modèle.

La première approche qui vient à lesprit consiste à généraliser directement le Principe
de Newton (F = mγ) appelé Principe Fondamental de la Dynamique dans les classes pré-
paratoires. Ceci est possible, puisque nous avons ci-dessus défini les efforts généralisés,
les accélérations généralisées et les inerties généralisées. Cependant, dès que le modèle
des objets est cinématiquement un peu complexe, la généralisation ci-dessus nest pas tri-
viale et cette approche nest alors pas conseillée, même si cest historiquement elle qui a
permis la construction des premiers modèles de mécanique des milieux continus.

La seconde approche « naturelle » et équivalente consiste à écrire un Principe de Conservation
de la Quantité de Mouvement. Cette approche est très physique, belle et élégante. Elle pré-
sente en particulier lavantage de lécriture dun principe sous la forme, très classique en
physique, dune équation de conservation. Cependant notre expérience personnelle nous
fait penser que certaines opérations de dérivation particulaire (dérivée par rapport au temps
en suivant les particules) peuvent devenir techniquement compliquées lorsque le modèle
est cinématiquement complexe.

Nous préférons donc lapproche dite du Principe des Puissances Virtuelles (PPV). Elle
présente lavantage dune expression très simple du principe à partir de laquelle il est aisé
den déduire les équations déquilibre du modèle. Cest en quelque sorte une formulation
faible de ces équations déquilibre à laide des fonctions tests de lespace vectoriel des mou-
vements virtuels. Un autre avantage de cette méthode est son caractère « automatique »
qui permet davancer sans avoir à se préoccuper, à ce stade, de la signification physique
des équations écrites. Cest aussi bien sûr son principal inconvénient. Pour caricaturer on
peut dire quil faut avoir fini la construction du modèle pour en comprendre le sens phy-
sique et pouvoir juger de sa pertinence par rapport aux attentes.

Le principe se formule ainsi. Pour tout objet de la famille considéré (noté Ωt ), et pour
tous champs de vitesses virtuelles (notés V ∗ ) définis sur cet objet, la somme de la puis-
sance virtuelle des efforts intérieurs (notée PV I (V ∗)) et de la puissance virtuelle des ef-
forts extérieurs (notée PV E(V ∗)) est égale à la puissance des efforts daccélération (notée
PV A(V ∗)). On écrit donc :

∀Ωt , ∀V ∗ ∈C ∗ PV I (V ∗)+PV E(V ∗) = PV A(V ∗)
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Il sagit dune formulation faible (à laide de fonctions tests) des équations de léquilibre. Si
lon suppose les champs suffisamment réguliers, on peut en déduire un système déqua-
tions aux dérivées partielles et de conditions aux limites en efforts que doivent vérifier nos
champs defforts intérieurs généralisés. La signification physique du modèle peut alors être
étudiée. Pour cela lessentiel est de comprendre la signification physique des conditions
aux limites en contrainte. Cette démarche est bien illustrée dans le cours de Jean Salen-
çon, dans lequel il montre, à loccasion de la construction du modèle mécanique de mi-
lieu de Cauchy, comment un choix non pertinent au niveau de la puissance virtuelle des
efforts intérieurs peut conduire à un modèle de matériau ne pouvant pas supporter des
cisaillements. Cest la condition aux limites en efforts du modèle qui permet détablir cette
conclusion.

2.4 Niveau 3 : Thermodynamique et comportement

Avec lécriture des concepts defforts et des équations déquilibre du modèle dans la
configuration actuelle, la construction du deuxième niveau nest pas forcément totalement
achevée. Nous pouvons avoir par exemple à ń transporter ż ces concepts et ces équations
dans une configuration de référence par exemple. Cet aspect essentiellement technique ne
nous intéresse pas ici et sera vu plus en détail dans le cadre des milieux de Cauchy. Passons
donc directement au troisième niveau de la construction des modèles. Il sagit du niveau
où lon introduit des considérations de thermodynamique avant dintroduire les matériaux
constitutifs des objets et leur comportement.

Au point où nous en sommes de notre « invention » dun modèle du monde adapté à
la description de notre famille dobjet, nous navons pas encore introduit de concepts éner-
gétiques ou thermodynamiques, car même si nous avons parlé de puissances virtuelles,
il ne sagit pas dune vraie puissance, les fonctions tests, vitesses virtuelles, ne servant quà
la définition des efforts du modèle. Notons toutefois que le champ de vitesses générali-
sées réelles appartient à lespace vectoriel des mouvements virtuels. Limage par la forme
linéaire « Puissance Virtuelle des efforts Extérieurs » de ce champ de vitesses réelles est
donc la puissance réelle fournie à notre objet par les efforts extérieurs.

Nous mettrons donc ci-dessous en place les concepts permettant de décliner le très
important « Premier Principe de la Thermodynamique » dans le modèle de nos objets,
puis les concepts permettant de décliner le non moins important « Second Principe de
la Thermodynamique ». Nous pourrons alors dans le cadre ainsi posé parler de matériaux
et de leurs comportements. Ce sera fait en introduisant le concept dobservables (ou in-
connues principales) et celui de grandeurs constitutives (ou inconnues secondaires), les
secondes pouvant dune certaine manière être exprimées en fonction des premières via
des relations constitutives (ou comportement des matériaux).

2.4.1 Premier principe de la thermodynamique

Dans le premier principe de la thermodynamique nous parlons dénergies et de puis-
sances réelles. Faisons tout dabord le point sur ce que lon peut déjà dire à létape où nous
en sommes de la construction de notre modèle après le deuxième niveau. Nous avons déjà
remarqué ci-dessus que les efforts extérieurs apportent une puissance réelle (notée PE X T )
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à notre objet et que cette puissance peut être déterminée par limage par la forme linéaire
« Puissance Virtuelle des efforts Extérieurs » (notée PV E) dans le champ de vitesses réelles
(noté V ). Rappelons que ce champ de vitesses réelles est contenu dans l’espace vectoriel
des vitesses virtuelles noté C ∗. Nous parlerons de même de puissance réelle des efforts
daccélération (notée P ACC ) et de puissance réelle des efforts intérieurs (notée PI N T ) pour
désigner les images des puissances virtuelles respectives dans le champ de vitesses géné-
ralisées réelles. On peut donc résumer comme suit :

• Vitesse généralisée réelle V ∈C ∗

• Puissance réelle efforts extérieurs : PE X T = PV E(V )

• Puissance réelle des efforts d’accélération : P ACC = PV A(V )

• Puissance réelle des efforts intérieurs : PI N T = PV I (V )

Notons aussi que nous avons défini les vitesses généralisées de nos particules au pre-
mier niveau et que nous avons introduit des concepts de masses et dinerties au deuxième
niveau dans la définition de la puissance des efforts daccélération. Il semble donc que
nous ayons tous les éléments pour définir une énergie cinétique. En fait ce nest pas aussi
simple car les inerties à introduire dans lexpression de lénergie cinétique peuvent être dif-
férentes de celles introduites au niveau des quantités daccélération. Cela peut être en par-
ticulier les cas dans les milieux multi-particulaires ou à microstructure. La raison en est
que cette énergie cinétique macroscopique représente une partie ce celle qui existe à une
échelle inférieure. Les processus de changement déchelle sapparentent à un processus de
moyenne. Ainsi schématiquement la détermination de lénergie cinétique macroscopique
dune particule fait intervenir une sorte de moyenne locale du champ du carré de la vitesse
à une échelle inférieure. La vitesse macroscopique (donc laccélération) fait intervenir une
sorte de moyenne locale du champ de vitesse. On voit quil ny a pas de raison pour que la
moyenne dun carré soit égale au carré dune moyenne.

On postule toutefois que, lorsque lon travaille directement à léchelle macroscopique,
lénergie cinétique est donnée par une intégrale, sur le domaine actuel, dune densité dont
lexpression est quadratique en fonction des composantes de la vitesse généralisée. Par une
expression de ce type, on ne peut ń transporter ż à léchelle macroscopique, la totalité de
lénergie cinétique microscopique. Le reliquat est donc ń renvoyé ż dans une autre éner-
gie dont nous verrons plus loin quelle sappelle énergie interne. Lexpression quadratique
en fonction des composantes de la vitesse généralisée fait intervenir un certain nombre
d« inerties cinétiques ». Nous avons compris que ce ne sont pas nécessairement des gran-
deurs identiques aux « inerties daccélération » qui interviennent au niveau de lexpression
de la densité de puissance virtuelle des efforts daccélération. Le modélisateur doit donc
choisir le sens physique quil souhaite donner à ces inerties.

Le dixième choix fondamental du modélisateur est le choix de la densité dénergie cinétique,
expression quadratique des vitesses généralisées et linéaire des inerties quil souhaite intro-
duire. Lorsque les choix des inerties sont cohérents entre la densité dénergie cinétique et
la puissance virtuelle des efforts daccélération, on démontre que la dérivée, en suivant les
particules, de lénergie cinétique (notée EC ) est égale à la puissance réelle des accélérations
c’est-à-dire à la puissance virtuelle des efforts daccélération dans le champ de vitesses gé-
néralisées réelles. On a alors :

ĖC = PV A(V ) = P ACC (2.1)
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Echelle micro Echelle macro

FIGURE 2.10 – Schéma montrant que l’énergie cinétique dépend de l’échelle considérée.

Lorsque ce nest pas le cas on introduit souvent un concept de tortuosité.
Revenons maintenant aux concepts quil est nécessaire dintroduire pour pouvoir for-

muler un premier principe de la thermodynamique adapté à notre modèle en cours de
construction. Nous avons besoin dun concept dénergie totale. Rien dans les éléments du
modèle déjà construits ne nous permet de définir cette énergie totale. Nous devons donc
en postuler lexistence à notre échelle. Notre premier postulat associé au premier principe
de la thermodynamique est donc : il existe une énergie totale (notée ET ) attachée à notre
objet (i.e., à lensemble de ses particules). Cest une grandeur scalaire mesurée en Joules.
Nous sommes bien sûr confortés dans la formulation de ce postulat par les nombreux tra-
vaux des physiciens, qui, à dautres échelles que la notre, le plus souvent, et dans un cadre
axiomatique différent, en démontrent lexistence. Mais comprenons bien que dans le cadre
de la construction de notre modèle « à partir du néant » (qui prétend ne pas sappuyer sur
un changement déchelle), ce concept dénergie totale ne peut préexister à la formulation
de ce postulat (dexistence).

Comme nous lavons noté plus haut, nous connaissons déjà une partie de cette énergie
que nous avons appelée énergie cinétique (notée EC ). Nous donnerons le nom dénergie
interne (notée E I ) à la différence entre lénergie totale et lénergie cinétique, c’est-à-dire :

ET = EC +E I (2.2)

Notons au passage que le reliquat dénergie cinétique dans un changement déchelle tel
quil a été introduit plus haut est ipso facto renvoyé dans lénergie interne, ainsi que nous
lavions annoncé par anticipation de la définition de celle ci.

Nous pouvons maintenant énoncer le premier principe de la thermodynamique (adapté
à notre modèle). Lénergie totale dun ensemble de particules se conserve. Le concept de
conservation dune grandeur attaché à un ensemble de particules sera étudié en détails
plus loin, mais donnons tout de suite quelques éléments permettant de mieux comprendre
le sens de ce postulat. Dire quune grandeur attachée à un ensemble de particules se conserve
ne veut pas dire que sa valeur reste fixe dans le temps. En effet toute grandeur G attachée
à un ensemble de particules peut voir sa valeur modifiée dans le temps pour deux raisons.
La première raison est un apport extérieur (noté AG ) (positif ou négatif) de cette grandeur
à lensemble des particules. La seconde raison est la production de cette grandeur (notée
PG ) par les particules elles-même. Lorsque lon dit quune grandeur se conserve cela si-
gnifie que les particules ne produisent pas cette grandeur et la seule source de variation
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devient alors léchange avec lextérieur. Ainsi nous postulons que les particules de lobjet ne
produisent pas dénergie totale, ainsi cette production (notée PET ) est nulle.

Il reste maintenant à comprendre en quoi consistent les apports extérieurs dénergie
(totale) aux particules (notés AET ). Notons que le postulat de lexistence de lénergie totale
implique « automatiquement » lexistence de cet apport. Nous connaissons déjà une partie
de cet apport, celle qui vient de la puissance réelle des efforts extérieurs. Nous navons au-
cune raison de prétendre quil sagit de la totalité de lapport. Nous allons donc « nommer »
la différence entre lapport extérieur dénergie totale et la puissance réelle des efforts exté-
rieurs. Nous appelons cette différence lapport de chaleur ou plus simplement la chaleur
(notée Q). On a donc :

AET = PE X T +Q (2.3)

Notez la grande différence entre cette définition de la chaleur et les définitions phy-
siques habituelles à des échelles inférieures ou lorsque lon procède à un changement dé-
chelle. On voit ici un bon exemple de la manière dont, des concepts physiques éventuel-
lement difficiles, peuvent être introduit simplement et de manière axiomatique, à une cer-
taine échelle macroscopique, une fois que la physique à une plus petite échelle est bien
établie.

Nous allons maintenant entrer beaucoup plus précisément dans la signification de ce
premier principe de conservation de lénergie. Tel que nous lavons formulé ci-dessus, le
principe de conservation de lénergie semble ne concerner que lhistoire réelle de lévolu-
tion de lensemble des particules de notre objet. Tout dabord, en fait, ce principe concerne
évidemment tous les objets de la famille considérée, et en particulier toutes les sous par-
ties Ωt de notre objet. Il est important de le noter pour donner un caractère opératoire à
ce principe. Ensuite, lorsque lon considère létat de notre ensemble de particules à linstant
t , lavenir « nest pas écrit ». Il dépend des actions extérieures que lon peut exercer à lins-
tant t sur notre objet (ces actions ne font bien évidemment pas partie de l« état » de notre
système). Ainsi si lon considère lensemble des actions possibles, elles impliquent un en-
semble dévolutions V possibles. L’expression du premier principe est donc vraie pour tout
objet possible dans la famille et pour toutes évolutions possibles. Ainsi le premier principe
se lit :

∀Ωt ,∀V possible, PET = 0 (2.4)

En exploitant ces quantificateurs universels correctement, on aboutit à lécriture dune
équation locale, dite équation de lénergie. Cette équation, toute seule, a une utilité réduite
car elle fait intervenir un terme dapport volumique de chaleur, qui a le statut dune donnée
dans le cadre dun modèle purement mécanique, mais qui pour autant nest en général pas
« donnée ». Il sera donc nécessaire dassocier cette équation de lénergie à dautres équa-
tions déduites de lanalyse thermodynamique de notre modèle pour pouvoir en tirer des
conclusions utiles.

2.4.2 Second principe de la thermodynamique

Les physiciens, et en particulier ceux qui pratiquent la physique statistique démontrent
lexistence dun autre concept de très grande généralité et du plus haut intérêt pour les
modélisations du monde. Il sagit du concept dentropie, grandeur scalaire « mesurant » en
quelque sorte le désordre à lintérieur du système étudié.

69



Le modèle de notre famille dobjets que nous souhaitons construire est un modèle de
monde. Il est donc nécessaire que ce concept soit introduit dans notre modèle. Il est clair
quà léchelle où nous travaillons, rien dans ce qui a été construit jusquà présent ne per-
met dintroduire un quelconque concept de désordre. Nous allons donc postuler lexistence
dune grandeur appelée entropie, attachée à lensemble de nos particules. La fonction de
cette grandeur scalaire est de donner « une mesure » du désordre physique à une échelle
inférieure dans notre objet. Nous introduisons ainsi de manière très synthétique le fait
que lapparent déterminisme de nos objets à notre échelle est le résultat dune moyenne de
phénomènes aléatoires à une échelle inférieure. Comme il sagit dune grandeur attachée
à un ensemble de particules, lévolution de cette grandeur, ainsi que nous lavons vu plus
haut est liée à deux causes, un apport extérieur et une production interne par les parti-
cules (lentropie ne se conserve pas). Commençons par étudier lapport extérieur dentropie.
Nous allons commencer par quelques commentaires « naïfs », avant daborder des considé-
rations dune beaucoup plus grande profondeur. Ce que vous avez appris dans vos études
antérieures vous permet de savoir que, pour lessentiel, le désordre de la matière est lié
à lagitation thermique des molécules qui la composent. Avec cette connaissance, même
si elle reste vague, on comprend quun apport de chaleur à un ensemble de particules a
pour effet daugmenter lagitation thermique et donc le désordre. Ainsi on comprend quil
y a un lien fort entre un apport de chaleur à un système et un apport dentropie. La « me-
sure du désordre » nétant pas unique, nous pouvons en choisir une (une entropie) telle
quil y ait proportionnalité entre les apports de chaleur et les apports dentropie. (Ceci veut
dire que si, par exemple, nous doublons lapport de chaleur à une particule, nous doublons
aussi son apport dentropie). Notons que le coefficient de proportionnalité est forcément
positif car une apport positif de chaleur a vocation à augmenter le désordre et donc cor-
respond à un apport positif dentropie. Il est malheureusement clair que ce « coefficient
de proportionnalité » nest pas indépendant de « létat » de la particule qui reçoit la cha-
leur. En effet, en restant dans notre registre « naïf », si nous apportons la même quantité
de chaleur à un corps « froid » (relativement ordonné) et à un corps similaire (ensemble
équivalent de particules) mais chaud (relativement désordonné), on a le sentiment que
la « quantité de désordre » apporté au système nest pas la même. Le corps « froid » (or-
donné) nous parait intuitivement plus « perturbé » par cet apport de chaleur que ne peut
lêtre le corps « chaud ». On comprend que pour exprimer proprement cette intuition phy-
sique il est nécessaire de pouvoir définir plus précisément ce quest un corps « froid » ou un
corps « chaud ». La physique statistique permet de démontrer lexistence, à un niveau mi-
croscopique, dune grandeur appelée température absolue. Les physiciens démontrent par
ailleurs que lapport extérieur dentropie aux « systèmes microscopiques » quils étudient est
égal à lapport de chaleur divisé par cette température absolue. A notre échelle, et compte
tenu de létat actuel de la construction de notre modèle, rien ne permet dans les éléments
déjà introduits de parler de quelque chose qui ressemble à ce concept de température.

Nous allons donc postuler lexistence dun champ de température T absolue dans nos
objets. (Notez, à titre dinformation, que les travaux de Carathéodori ont permis de démon-
trer lexistence de la température absolue à léchelle macroscopique dans le cadre des évo-
lutions réversibles). Le choix de lentropie, c’est-à-dire de la « mesure du désordre » dont
nous avons postulé lexistence plus haut ne sera pas indépendant de ce concept de tempé-
rature, car nous postulons que lapport extérieur dentropie est égal à lapport extérieur de
chaleur divisé par la température absolue.
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Au passage notons que, comme le coefficient de proportionnalité doit être positif, la
température absolue est une grandeur positive. Notez quune nouvelle fois il est possible
dintroduire simplement des concepts physiques difficiles, de manière axiomatique, à une
certaine échelle macroscopique, une fois que la physique à une plus petite échelle est bien
établie.

Après avoir étudié lapport extérieur dentropie intéressons nous à la production dentro-
pie par les particules notée PS . Cette production dentropie est régie par un nouveau prin-
cipe physique. Le second principe de la thermodynamique se formule ainsi : la production
dentropie par un ensemble de particules est positive. Pour que ce principe soit opératoire
il faut ajouter comme pour le premier principe que ceci est vrai pour tous les objets (et
parties dobjets Ωt ) de la famille et pour toutes les évolutions V possibles, c’est-à-dire :

∀Ωt ,∀V possible, PS ≥ 0 (2.5)

En exploitant ces quantificateurs universels correctement, on abouti à lécriture dune équa-
tion locale de bilan dentropie. Cette équation fait intervenir le terme dapport volumique
de chaleur. Lassociation de cette équation à celle de lénergie permet déliminer ce terme de
« données inconnues » afin daboutir à une équation utile. Lexpression locale du deuxième
principe de la thermodynamique conduit alors à une inégalité locale dite inégalité de Clausius-
Duheim (de notre modèle) qui a une grande importance dans la formulation des compor-
tements des matériaux pour notre modèle, inégalité qui doit être satisfaite pour toutes les
évolutions possibles de notre objet.

2.4.3 Relations constitutives

Jusquà présent nous navons évoqué les matériaux constitutifs des objets de notre fa-
mille quà loccasion dincidentes relativement superficielles. Cest dans cette troisième et
dernière étape de la construction du troisième et dernier niveau de notre modélisation
que nous abordons enfin la question des matériaux et que nous allons pouvoir donner un
sens au concept de comportement de ceux-ci. Pour cela nous devons commencer par un
classement des nombreux champs mécaniques et thermodynamiques introduits depuis le
début de notre entreprise de construction dun modèle adapté à notre famille dobjets.

Nous allons distinguer trois sortes de champs. Tout dabord ce que nous nommons les
observables. Il sagit des histoires des champs de température et de déplacements généra-
lisées (ou de placements généralisés) de nos particules. On peut considérer quil sagit des
inconnues principales de notre problème dévolution sous chargement thermomécanique
dun objet de notre famille. Cela veut dire que, dune certaine manière, si ces histoires de
champs ont pu être déterminées, lhistoire de létat de notre objet aux différents instants est
connue.

Certains autres champs doivent être considérés comme des données dun modèle mécanique.
Cest le cas des forces extérieures de volume, ou des apports volumiques de chaleur. Ce sont
des données au sens ou leur origine physique fait généralement appel à dautres branches
de la physique non mise en uvre dans un modèle mécanique (par exemple lapport volu-
mique de chaleur est généralement créé par un phénomène de radiation électromagné-
tique (pensez au four à micro-ondes pour fixer les idées). Ces « données » peuvent être
aussi la conséquence dune interaction mécanique avec un autre système non décrit et étu-
dié dans le cas de notre modèle (gravité par exemple). Notons que les « données » ne sont
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pas toujours effectivement connues comme nous en avons vu lexemple avec lapport exté-
rieur de chaleur quil a été nécessaire déliminer entre les équations de bilan de lénergie et
de lentropie.

Il reste enfin la très grande majorité des champs que nous avons introduits jusquà pré-
sent qui ont le statut dinconnues auxiliaires. Nous les appellerons des grandeurs constitutives.
Cest le cas par exemple de la densité dénergie interne, dentropie, des efforts intérieurs, de
la production dentropie, etc. Si nous considérons lensemble des équations introduites de-
puis le début de notre construction, on constate que le nombre de ces équations est sensi-
blement plus faible que le nombre de champs introduits. Il nous faut donc des équations
supplémentaires pour « fermer » notre jeu déquations dun point de vue mathématique.
On ferme ce jeu déquations en postulant que les histoires des grandeurs constitutives sont
fonctions des histoires des observables. Ces fonctions des histoires des observables sont
appelées les relations constitutives. Ce sont elles qui caractérisent le comportement des
matériaux.

En faisant les choix de ces relations constitutives nous achevons la construction de
notre modèle pour la famille dobjets qui nous intéresse. Le onzième et dernier choix fondamental
du modélisateur est le choix des relations constitutives décrivant le comportement des ma-
tériaux constitutifs de ses objets. La détermination de ces relations constitutives décrivant
les matériaux fait appel le plus souvent à une démarche expérimentale lourde qui nest pas
souvent menée de manière exhaustive. La plupart du temps des hypothèses sont faites sur
le comportement des matériaux pour le domaine dusage qui va être étudié. La démarche
expérimentale est fortement simplifiée si lon peut faire ce type dhypothèse de manière
assurée avant de commencer les essais.

Il est important de noter que contrairement à ce que lon peut penser à priori, un com-
portement de matériau ne se réduit pas à lexpression de la relation entre « contraintes »
et « déformations ». Toutes les grandeurs constitutives doivent pouvoir être exprimées en
fonction de lhistoire des observables (schématiquement déformations généralisées et tem-
pérature). Enfin, nous avons vu que le second principe de la thermodynamique nous per-
met de déduire une inéquation locale (dite inégalité de Clausius-Duhem) qui doit être vé-
rifiée pour tout objet, toute évolution possible et ajoutons pour tous matériaux. Ainsi que
nous allons le voir dans de prochains chapitres, cette inégalité limite de manière sévère
notre liberté décrire à notre guise des relations constitutives pour décrire le comportement
des matériaux.

Ce nest pas la seule chose qui limite notre liberté de choix des relations constitutives. Il
y a une deuxième condition forte qui est aussi contraignante. Il sagit du principe dindifférence
matérielle. Ce principe et ses conséquences seront développés en détails dans un pro-
chain chapitre, mais disons ici simplement quil est aisé de constater que le modèle que
nous avons développé la été pour un observateur privilégié. Par exemple, sans observa-
teurs comment parler de vitesse ? Si nous choisissons un nouvel observateur de lévolution
de nos objets, les variables observables seront différentes (tout au mois les déplacements,
les vitesses, etc.). Il nest pas pensable dêtre obligé décrire de nouvelles relations consti-
tutives valables pour ce deuxième observateur. Comme nous savons que les observables
changent lorsque lon change dobservateur et que la relation constitutive doit être indé-
pendante de lobservateur, cela entraîne que les relations constitutives doivent donner des
valeurs « équivalentes » pour les différents observateurs lorsque les observables sont modi-
fiées par changement dobservateur. Le concept de valeurs équivalentes ne sera développé
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quau prochain chapitre et nécessite lintroduction de la notion dobjectivité. Contentons
nous de dire ici que ce principe dindifférence matérielle limite fortement la liberté décrire
à notre guise les relations constitutives permettant dexprimer les histoires des grandeurs
constitutives en fonction des histoires des observables.
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Chapitre 3

La Mécanique des milieux
tridimensionnels classique

Contents
3.1 Niveau 1 : Description du mouvement dans un milieu de Cauchy . . . . . . 76

3.1.1 Description eulérienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.1.2 Description lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.1.3 Comparaison description lagrangienne-description eulérienne . . . . 81

3.2 Niveau 2 : Définition des efforts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.2.1 Choix de lespace vectoriel des mouvements virtuels . . . . . . . . . . . 83

75



La mécanique des milieux tridimensionnels classique est celle de Cauchy, c’est-à-dire
que le milieu est 3D, mono-particulaire et que les particules sont sans microstructure. Le
plus souvent il ny a pas de liaisons internes. En cas de liaison interne dincompressibi-
lité, nous continuerons à dire que le modèle est celui dun milieu de Cauchy. Lespace vec-
toriel des vitesses réelles possibles est celui des champs de vecteurs sur la configuration
actuelle Ωt . Nous allons tout dabord présenter complètement les descriptions eulérienne
et lagrangienne du mouvement en allant jusquà lidentification des concepts fondamen-
taux que sont le taux de déformation (vision eulérienne) et de déformation (vision la-
grangienne). Nous construirons ensuite le niveau deux de ce modèle, c’est-à-dire celui qui
permet de définir les efforts.

3.1 Niveau 1 : Description du mouvement dans un milieu de
Cauchy

Lobjectif principal ici est de mettre en évidence les concepts pertinents liés à, la dé-
formation du matériau. Nous utiliserons tout dabord une approche eulérienne, puis une
approche lagrangienne, enfin nous comparerons ces deux approches. Nous nous doutons
que la variation de volume est lun des aspects liés à la déformation. Pour chacune des
descriptions du mouvement, cest donc ce que nous étudierons en premier. Nous nous in-
téresserons ensuite à lévolution dun ensemble élémentaire de particules alignées (vecteur
matériel) et enfin nous nous intéresserons à lévolution de la métrique de la matière, c’est-
à-dire le produit scalaire de deux vecteurs matériels quelconques au voisinage dune par-
ticule. Cest létude de lévolution de cette métrique de la matière qui nous conduira aux
concepts essentiels de taux de déformation (approche eulérienne) et de déformation (ap-
proche lagrangienne). Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes : div et grad
lorsque la dérivation se fait par rapport à x dans la configuration actuelle, Div et Grad
lorsque la dérivation est effectuée par rapport à X dans la configuration de référence.

3.1.1 Description eulérienne

Dans un milieu de Cauchy, la description eulérienne du mouvement correspond à la
donnée du champ des vecteurs vitesses dans la configuration actuelle :

x ∈Ωt 7→V (x, t ) (3.1)

Étudions comment le volume varie, les éléments de matière sont transportés et la métrique
de la matière évolue dans le cadre de cette description du mouvement.

Taux de variation de volume

Notons Ω(t ) =Ωt le volume occupé à linstant t par un objet (ensemble invariable de
particules). Ce volume s’écrit de manière intégrale comme suit :

Ωt =
∫
Ωt

1dΩ (3.2)
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La variation dans le temps de ce volume est due au déplacement des particules de la fron-
tière ∂Ωt . La vitesse normale de celle-ci est V (x, t ).n(x, t ), ∀x ∈ ∂Ωt . Le taux de variation
de volume est donné par lintégrale sur la frontière de cette vitesse normale :

Ω̇t = d

dt

[∫
Ωt

1dΩ

]
=

∫
Ωt

∂1

∂t︸︷︷︸
0

dΩ+
∫
∂Ωt

V (x, t ).n(x, t )dS (3.3)

D’où, en utilisant le théorème de la divergence, lintégrale sur Ωt de la divergence du champ
de vitesses, soit :

Ω̇t =
∫
Ωt

divx
[
V (x, t )

]
dΩ (3.4)

Comme cette égalité est valable quelque soit le volume Ωt considéré, on peut écrire loca-
lement : �̇dΩt = divx

[
V (x, t )

]
dΩt (3.5)

Transport dun vecteur matériel

Notons à l’instant t on considère une particule en M(t ) à la position x, et n’importe
quelle autre particule notée M(t )+dM(t ) dans le voisinage à la position x +dx. On note
dM(t ) = dx l’ensemble des particules entre les positions x et x +dx. On dit que dM(t ) est
un vecteur matériel.

dM(t)

dM(t+dt)V(x,t)

V(x+dx,t)Ωt Ωt+dt
x

x+dx

FIGURE 3.1 – Vecteur matériel

On voit grâce au schéma figure 3.1, qu’à l’instant t +dt , la particule M(t +dt ) est (au
premier ordre) à la position :

x +V (x, t )dt (3.6)

Et à l’instant t +dt , la particule M(t +dt )+dM(t +dt ) est (au premier ordre) à la position :

x +dx +V (x +dx, t )d t (3.7)

Ainsi en soustrayant (3.7) et (3.6) on obtient à l’instant t +dt :

dM(t +dt ) =��x +dx +V (x +dx, t )dt −��x −V (x, t )dt (3.8)

En reprenant (3.8) et dM(t ) = dx on obtient grâce à la définition du gradient :

dM(t +dt )−dM(t ) = (
V (x +dx, t )−V (x, t )

)
dt

=∇
x

[
V (x, t )

]
.dx dt

(3.9)
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Or grâce à la définition du gradient on a dM(t +dt )−dM(t ) = �̇dM dt d’où grâce à (3.9) :

�̇dM = ∇
x

[
V (x, t )

]
.dx

=∇
x

[
V (x, t )

]
i j dx j = dx j

>∇
x

[
V (x, t )

]
j i

= dx.>∇
x

[
V (x, t )

] (3.10)

Pour la deuxième écriture du taux de variation du vecteur matérielle en (3.10), nous avons
redémontré un résultat très classique de calcul tensoriel : A.B = B .>A. Si nous utilisions

une notation matricielle au lieu de tensorielle, nous devrions écrire A.B = >
(
>B .>A

)
. En

effet, la notation matricielle distingue les vecteurs lignes et les vecteurs colonnes. Il ny a
pas lieu de faire cette distinction en calcul tensoriel.

Taux de déformation

Introduisons le concept de métrique de la matière. Pour cela considérons trois par-
ticules voisines. Nous devons connaître la distance entre deux particules quelconques et
langle sous lequel lune des particules « voit » les deux autres. Choisissons lune des parti-
cules M comme « origine » et notons dM et dM ′ les deux vecteurs matériels ayant pour
origine cette particule et pour extrémité chacune des deux autres particules respective-
ment. Il est clair que si nous connaissons les distances entre les particules et les angles,
nous pouvons déterminer le produit scalaire dM .dM ′. Réciproquement, si nous connais-
sons le produit scalaire de lespace vectoriel des vecteurs matériels au voisinage de M , nous
connaîtrons les distances entre les particules et les angles.

Ainsi la métrique de la matière au voisinage de M nest autre que le produit scalaire
des vecteurs matériels au voisinage de M . La variation de la métrique de la matière est
donc donnée par la variation dans le temps du produit scalaire des vecteurs matériels. En
reprenant le résultat précédent (3.10) on obtient :

�̇dM .dM ′ = dM .�̇dM ′+ �̇dM .dM ′

= dM .

[
∇

x

[
V (x, t )

]+ >∇
x

[
V (x, t )

]]
.dM ′ (3.11)

On voit que létude de lévolution de la métrique de la matière met en évidence le champ
tensoriel dordre deux symétrique ∇

x

[
V (x, t )

]+ >∇
x

[
V (x, t )

]
. Ce champ contient toute lin-

formation nécessaire et suffisante pour décrire lévolution de la déformation du matériau
au voisinage de M . Nous pouvons donc introduire la définition du taux de déformation
noté d(x, t ) :

d(x, t ) = 1

2

(
∇

x

[
V (x, t )

]+ >∇
x

[
V (x, t )

])
(3.12)

Le taux de déformation est donc la partie symétrique du gradient de champ de vitesse
dans la configuration actuelle. La partie antisymétrique (décomposition additive) du gra-
dient du champ de vitesse dans la configuration actuelle est le taux de rotation de la ma-
tière pour lobservateur qui décrit le mouvement. Nous dirons plus loin que cest un champ
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non objectif, contrairement au taux de déformation. On peut dire de manière naïve et ca-
ricaturale que la particule, dune part ne « sait » pas quelle est observée, que dautre part
elle na pas de boussole et ne peut donc « connaître » son orientation par rapport à lob-
servateur qui décrit son mouvement. Ainsi la seule information quelle « perçoit » de son
environnement immédiat est le taux de déformation qui résume lévolution, en vitesse, des
distances et des angles par rapport aux particules de ce voisinage. Le concept de taux de
déformation est le concept essentiel identifié dans une analyse eulérienne du mouvement
des particules.

3.1.2 Description lagrangienne

Dans un milieu de Cauchy, la description lagrangienne du mouvement correspond
à la donnée du champ des transformations donnant la position x, à linstant t , dans la
configuration actuelle Ωt , de la particule dont le « matricule » est la position X de la parti-
cule dans la configuration de référence Ω0. On note le champ des transformation ϕ définie
comme suit :

ϕ :

{
Ω0 ×R+ → Ωt

(X , t ) 7→ ϕ(X , t ) = x (3.13)

Nous étudions tout dabord comment le volume varie, puis comment les éléments de ma-
tière sont transportés et comment la métrique de la matière évolue dans le cadre de cette
description du mouvement. Enfin nous présentons ces concepts dans le cadre de la des-
cription du mouvement par un champ de déplacements au lieu du champ des transfor-
mations.

Variation de volume

Considérons l’écriture du volume actuel Ωt sous forme intégrale :

Ωt =
∫
Ωt

dΩ (3.14)

À l’insant t fixé, on effectue le changement de variable x = ϕ(X , t ), ainsi l’élément d’inté-
gration s’écrit :

dΩ= det

[
∇

X

[
ϕ(X , t )

]]
︸ ︷︷ ︸

J (X ,t )

dΩ0 (3.15)

Où l’on a noté J (X , t ) la jacobienne du changement de variable. On peut donc écrire Ωt =∫
Ω0

J (X , t )dΩ0. On obtient donc directement de (3.15) la relation locale :

dΩ= J (X , t )dΩ0 (3.16)

Transport d’un vecteur matériel

Considérons une particule M 0 et un vecteur matériel dM 0 dans la configuration de
référence. La particule M 0 est transporté en M(t ) = ϕ(M 0, t ). Le vecteur matériel dM 0 est
transformé en dM(t ). Par définition du gradient on a :

dM =∇
X

[
ϕ(X , t )

]
.dM 0 (3.17)
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Pour simplifier les notations dans toute la suite du cours, on pose :

F (X , t ) =∇
X

[
ϕ(X , t )

]
(3.18)

Ainsi on a :
dM = F (X , t ).dM 0 = dM 0.>F (X , t ) (3.19)

Déformation

Comme nous lavons vu, le concept de déformation est lié à lévolution de la métrique
de la matière. En utilisant les deux expressions en (3.19), pour deux vecteur matériels dM
et dM ′ on obtient :

dM .dM ′ = dM 0.
(
>F (X , t ).F (X , t )

)
.dM ′

0 (3.20)

On voit que lévolution de la métrique entre la configuration de référence Ω0 et la configu-
ration actuelle Ωt est caractérisée par le champ de tenseurs dordre deux symétriques dans
la configuration de référence >F (X , t ).F (X , t ). Ce tenseur est appelé tenseur de dilatation
de Cauchy, qu’on note :

C (X , t ) = >F (X , t ).F (X , t ) (3.21)

Ce champ contient toute linformation nécessaire et suffisante pour décrire lévolution de
la déformation du matériau au voisinage de M0. Si nous considérons un mouvement ri-
gidifiant des particules (translation plus rotation), le champ de gradient F (X , t ) est un
champ uniforme de tenseurs orthogonaux F (X , t ) = O(t ) (où O(t ) est orthogonal, c’est-

à-dire >O(t ).O(t ) = O(t ).>O(t ) = 1). Dans ce cas F (X , t ) est linverse de O(t ). Le tenseur de

dilatation de Cauchy est donc égal à lidentité lorsquil ny a pas déformation de la matière.
Cette situation peut quelquefois être gênante puisque lorsque les déformations sont pe-
tites, le concept de tenseur de dilatation de Cauchy traduisant ces déformations est proche
de l’identité et na donc pas que des composantes petites par rapport à lunité. Pour éviter
cette situation, on introduit un concept qui najoute rien, du point de vue du fond, mais
dont les composantes sont toutes petites par rapport à l’unité en cas de petites déforma-
tion du milieu. Il sagit de la déformation de Green-Lagrange qu’on note :

e(X , t ) = 1

2

[
C (X , t )−1

]
(3.22)

Revenons sur létude du tenseur de dilatation de Cauchy. Tout tenseur dordre deux peut
être décomposé en un produit dun tenseur symétrique et dun tenseur orthogonal. Ainsi, il
existe U (X , t ) symétrique et R(X , t ) orthogonal tels que :

F (X , t ) = R(X , t ).U (X , t ) (3.23)

Alors on obtient grâce à la définition du tenseur de dilatation de Cauchy en (3.21) et au fait
que >R = R−1, on a :

C (X , t ) = >F (X , t ).F (X , t ) = >U (X , t ).U (X , t ) (3.24)
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Le tenseur orthogonal R(X , t ) est appelé rotation de la matière autour de la particule X
à linstant t . Le tenseur U (X , t ) est la déformation pure de la particule X à linstant t . La

partie orthogonale dans la décomposition multiplicative du gradient de la transformation
dans la configuration de référence est la rotation de la matière pour lobservateur qui décrit
le mouvement. Cest un champ non objectif, contrairement à la partie symétrique de la dé-
composition multiplicative qui décrit la déformation. On peut dire à nouveau de manière
naïve et caricaturale que la particule, dune part ne « sait » pas quelle est observée, et dautre
part elle na pas de boussole et ne peut donc « connaître » son orientation par rapport à
lobservateur qui décrit son mouvement. Ainsi la seule information quelle « perçoit » de lé-
volution de son environnement immédiat entre la configuration initiale et la configuration
actuelle est la déformation pure U (X , t ) ou de manière équivalente le tenseur de dilata-

tion de Cauchy ou encore, et toujours de manière équivalente, le tenseur de déformation
de Green-Lagrange. Chacun de ces trois tenseurs résument lévolution des distances et des
angles entre la configuration initiale de référence et la configuration actuelle pour les par-
ticules au voisinage de M 0. Le concept de déformation de Green-Lagrange est le concept
essentiel identifié dans une analyse lagrangienne du mouvement des particules.

Déplacement

Le déplacement est égal à la position actuelle moins la position initiale, soit :

u(X , t ) =ϕ(X , t )−X (3.25)

A laide du déplacement, la déformation de Green-Lagrange (3.22) sécrit :

e(X , t ) = 1

2

[
∇

X
u + >∇

X
u + >∇

X
u.∇

X
u

]
(3.26)

Lorsque les composantes du gradient sont petites par rapport à lunité (disons pour fixer
les idées inférieures à 10−2), dans (3.26) le dernier terme (quadratique) est négligeable par
rapport aux deux autres. On peut alors approcher la déformation de Green-Lagrange par
la déformation linéarisée notée ε(X , t ). On a donc dans ce cas e(X , t ) ' ε(X , t ). Elle a la-
vantage dêtre linéaire en fonction du déplacement, et s’écrit :

ε(X , t ) = 1

2

[
∇

X
u + >∇

X
u

]
(3.27)

3.1.3 Comparaison description lagrangienne-description eulérienne

La première étape de la comparaison concerne la description du mouvement propre-
ment dit. À X fixé, la transformation est une fonction du temps t qui décrit la trajectoire de
la particule X (i.e., t 7→Φ(X , t ) = x). Ainsi on peut écrire la vitesse de la particule comme la
dérivée partielle de Φ par rapport à t (seconde variable). Cest un champ dans la configu-
ration de référence. Par ailleurs, dans la description eulérienne du mouvement, la vitesse
V (x, t ) est un champ de la configuration actuelle. On a donc la relation suivante :

V (x, t ) =
∂ϕ

∂t
(X , t ) (3.28)
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Comparons les taux de variation volumique eulérien et lagrangien. Le point de vue lagran-
gien nous a permis décrire la relation (3.16). Le taux de variation dans le temps de ce vo-
lume élémentaire peut être calculé par dérivation de cette relation (où dΩ0 est indépen-
dant du temps), on obtient : �̇dΩ= J̇ (X , t )dΩ0 (3.29)

Par ailleurs, on avait montré la relation (3.5) dans le paragraphe sur la description eulé-
rienne du mouvement qui fait intervenir la divergence de la vitesse dans la configuration
actuelle. On obtient en combinant les relations (3.5) et (3.16) la relation suivante :

�̇dΩt = divx
[
V (x, t )

]
JdΩ0 (3.30)

On obtient donc en combinant les relations (3.30) et (3.29) :

divx
[
V (x, t )

]= J̇ (X , t )J−1(X , t ) (3.31)

La relation (3.19) entre le vecteur matériel élémentaire actuel et le vecteur matériel élé-
mentaire initial fait intervenir le gradient de la transformation. Le taux de variation dans le
temps de ce vecteur matériel élémentaire peut être calculé par dérivation de cette relation
(où dM 0 est indépendant du temps), on obtient donc :

�̇d M = Ḟ .d M 0 (3.32)

Par ailleurs, on avait montré la relation (3.10) dans le paragraphe sur la description eulé-
rienne du mouvement à laide du gradient de la vitesse dans la configuration actuelle. On
obtient en combinant les relations (3.10) et (3.19) la relation suivante :

�̇dM =∇
x

[
V

]
.F .dM 0 (3.33)

On obtient donc en combinant les relations (3.33) et (3.32) :

∇
x

[
V

]= Ḟ .F−1 (3.34)

La relation (3.20) synthétise létude de lévolution de la métrique de la matière dans un point
de vue lagrangien. Le taux de variation dans le temps de cette métrique de la matière peut
être calculé par dérivation de cette relation (où dM 0 est indépendant du temps), on obtient
donc : �̇dM .dM ′ = dM 0.Ċ .dM ′

0 (3.35)

Par ailleurs, on avait montré la relation (3.11) dans le paragraphe sur la description eulé-
rienne du mouvement à laide du taux de déformation dans la configuration actuelle. On
obtient en combinant les relations (3.11) et (3.20) la relation suivante :

�̇dM .dM ′ = 2dM 0 .>F .d .F .dM ′
0 (3.36)

On obtient donc en combinant les relations (3.36) et (3.35) et en remarquant que Ċ = 2ė :

d = >F−1 . ė .F−1 (3.37)
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3.2 Niveau 2 : Définition des efforts

Rappelons que dans la méthode des puissances virtuelles que nous utilisons, la défini-
tion des efforts suppose de choisir tout dabord lespace vectoriel des mouvements virtuels
(ainsi que le sous espace vectoriel des mouvements rigidifiant), puis les trois formes linéaires
définissant respectivement les efforts extérieurs, les efforts daccélération et les efforts in-
térieurs. Enfin, lapplication du principe des puissances virtuelles (PPV) permet détablir
les équations déquilibre et les conditions aux limites en contrainte sur la frontière de nos
objets. Nous transporterons ensuite les contraintes dans la configuration de référence de
deux manières, la première par lénergie et la seconde par les forces.

3.2.1 Choix de lespace vectoriel des mouvements virtuels

Lespace vectoriel des mouvements virtuels doit contenir lespace vectoriel des champs
de vitesses réelles à linstant t , c’est-à-dire lespace vectoriel des champs de vecteurs, puisque
notre milieu de Cauchy est mono-particulaire et que les particules sont sans microstruc-
ture (particules ponctuelles). Il ny a pas dintérêt à choisir un espace vectoriel plus grand,
ainsi le cinquième choix est le suivant. Lespace vectoriel des mouvements virtuels est les-
pace vectoriel des champs de vecteurs V ∗(x), C 1 par morceaux dans Ωt . Le sixième choix
est celui du sous-espace vectoriel des mouvements virtuels rigidifiant. Remarquons que le
produit vectoriel entre un vecteur taux de rotation ω et x est équivalent au produit de x
par un tenseur antisymétrique ω.
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Ce chapitre couvre la construction du modèle le plus standard d’élasto-plasticité en
grandes transformations dans un milieu de Cauchy, c’est-à-dire le modèle de von Mises.
Nous avons un triple objectif. Le premier objectif est de familiariser le lecteur à la construc-
tion d’un modèle de comportement non-linéaire à partir de l’analyse thermodynamique,
ainsi une part importante de la discussion portera sur la notion d’évolution possible. Le
second objectif est d’expliciter les hypothèses thermodynamiques qui sous-tendent l’écri-
ture de ce comportement. Enfin, le troisième objectif est de synthétiser l’ensemble des
équations nécessaire pour traiter des problèmes élasto-plastiques en grandes transforma-
tions.

Contrairement au chapitre précédent, nous construirons les concepts majeurs et les
relations qui les relient à partir du choix des variables d’état et de l’analyse thermody-
namique du processus de déformation, grâce à l’équation des bilans vue au chapitre ??.
Comme nous l’avons vu au chapitre ??, se donner un comportement revient à définir
deux potentiels thermodynamiques, c’est-à-dire la densité d’énergie libre massique Ψ et
la puissance dissipée massique D en fonction des variables d’état. Dans ce chapitre, nous
introduirons une analogie rhéologique de type « ressort-patin », pour justifier des choix
que nous ferons sur ces potentiels thermodynamiques. Le concept de domaine d’élasticité
convexe, le critère plastique et la loi d’écoulement apparaîtront naturellement au cours de
l’analyse thermodynamique.

4.1 Rappels sur les convexes

Cette section est un bref rappel des différents outils mathématiques qui permettent de
définir des domaines convexes dans un espace en dimension n. Ces rappels permettront,
lorsque ces outils apparaîtront dans l’analyse thermodynamique, de les reconnaître et les
utiliser correctement.

On peut définir un domaine convexe noté K dans un espace de dimension n noté Σ de
manière implicite par une fonction fK (x) telle que :

K = {
x ∈Σ, fK (x) ≤ 0

}
(4.1)

L’intérieur de K noté K̊ :
K̊ = {

x ∈Σ, fK (x) < 0
}

(4.2)

La frontière de K notée ∂K s’écrit :

∂K = {
x ∈Σ, fK (x) = 0

}
(4.3)

Si la frontière est suffisamment régulière, le vecteur normal unitaire sortant n en un point
x ∈ ∂K s’écrit :

n = ∇ fK (x)∥∥∇ fK (x)
∥∥ (4.4)

Nous allons donner une définition alternative « duale », qui nous sera utile par la suite.
On introduit en premier lieu la notion de fonction d’appui du convexe notée Π(n). Consi-
dérons un vecteur normal sortant n, en un point x0 de la frontière ∂K . On note X ∈ K le
centre du domaine K . Le scalaire Π(n) est défini comme la plus grande distance dans la
direction n entre les points de la frontière x∗ ∈ ∂K et le centre X du convexe. (Attention
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cette distance est négative dans la direction opposée à n). Ce maximum est atteint pour le
point x0 ∈ ∂K . On voit à la figure 4.1 une représentation en plan du concept de fonction
d’appui. On a donc la définition suivante de la fonction d’appui :

Π(n) = sup
x∗∈∂K

{(
x∗−X

)
.n

}
(4.5)

Par ailleurs le point x0 ∈ ∂K se lit :

x0 = argsup

[
sup

x∗∈∂K

{(
x∗−X

)
.n

}]
(4.6)

Ce concept de fonction d’appui nous permet en premier lieu de définir un hyper-plan tan-
gent en x0 noté Tx0

. En effet, comme on peut le voir à la figure 4.1, l’équation de l’hyper-
plan se lit

(
x −X

)
.n −Π(n) = 0, plus précisément :

Tx0
= {

x ∈Σ,
(
x −X

)
.n −Π(n) = 0

}
(4.7)

On remarque que la fonction d’appui est positivement homogène de degré 1, c’est-à-dire
que quelque soit α > 0, Π(αn) = αΠ(n). Cela nous permettra d’utiliser des vecteurs nor-
maux n qui ne soient pas nécessairement unitaires.

FIGURE 4.1 – Fonction d’appui d’un convexe

On peut ainsi définir comme suit le demi-espace sous l’hyper-plan tangent en x0, que
l’on note DEx0

:
DEx0

= {
x ∈Σ,

(
x −X

)
.n −Π(n) ≤ 0

}
(4.8)

On constate que quelque soit x0 ∈ ∂K , K est inclus dans le demi-espace sous l’hyper-plan
tangent, soit K ⊂ DEx0

. Finalement on peut donner une définition duale du convexe K à
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l’aide simplement du centre X et de sa fonction d’appui, comme l’intersection de tous les
hyper-plans tangents, soit :

K = ⋂
n 6=0

{
x ∈Σ,

(
x −X

)
.n −Π(n) ≤ 0

}
(4.9)

Par ailleurs il sera utile, pour un vecteur n donné de déterminer le point de tangence
noté x0 entre l’hyper-plan de normale sortante n et le convexe K . La relation (4.6) permet
de démontrer une relation ne faisant intervenir que la fonction d’appui :

x0 =
dΠ(n)

dn
(4.10)

Bien entendu, nous pouvons faire le lien avec ce que nous avons vu en petites trans-
formation au chapitre ??. En effet, cette définition duale d’un ensemble convexe dans un
espace de dimension n a pour vocation à devenir le domaine d’élasticité en contrainte dé-
viatorique (notée s) dont le centre est noté X . Il s’agit d’un espace de tenseurs d’ordre 2

symétriques de trace nulle (noté T S
dev) dont la dimension est 5. Nous conservons la nota-

tion tensorielle, et il faut donc se rappeler que la double contraction est un produit scalaire
pour les tenseurs d’ordre 2. De plus, nous avons vu au chapitre ??, que pour les critères
standards (ou associés) le taux de déformation plastique noté ϵ̇p, qui est un tenseur d’ordre
2 symétrique déviatorique, est normal à la frontière du domaine. On peut donc réécrire les
développements précédents avec les notations utiles pour la mécanique. La définition d
ela fonction d’appui devient :

Π(ϵ̇p) = sup
s∗∈∂K

{(
s∗−X

)
: ϵ̇p

}
(4.11)

Et la définition duale du convexe devient :

K = ⋂
ϵ̇p∈T S

dev

{
s ∈T S

dev,
(
s −X

)
: ϵ̇p −Π(ϵ̇p) ≤ 0

}
(4.12)

4.2 Décomposition multiplicative du gradient de la trans-
formation

On sait depuis la fin des années 1960 que le procédé le plus satisfaisant pour définir
létat thermodynamique dun volume élémentaire dun matériau devant subir de grandes
transformations élastoplastiques consiste à introduire une configuration « relâchée », (Green
et Naghdi (1965), Perzyna et Wojno (1968), Mandel (1971)).

Considérons le schéma de la figure 4.2. La configuration de référence est notée Ω0 et
la configuration actuelle est notée Ωt . Considérons une particule X ∈ Ω0 dans la confi-
guration de référence et son voisinage immédiat, qui est transporté par la transformation
Φ(X , t ) en x ∈Ωt dans la configuration actuelle et dont le voisinage s’est déformé grâce au
gradient de la transformation F (X , t ). La configuration relâchée est obtenue en extrayant,
par la pensée, la particule et son voisinage hors de Ωt . On a donc une décharge élastique
de ce volume de matière élémentaire, car ce dernier n’est plus soumis aux efforts intérieurs
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exercés par le reste du domaine. Dans la configuration relâchée, le volume de matière élé-
mentaire considéré est alors libre de contraintes. Cette décharge sur ce volume élémen-
taire se fait grâce à un tenseur élastique noté E−1(X , t ). Ainsi, pour passer de la configura-
tion relâchée à la configuration actuelle il suffit d’appliquer l’opérateur E(X , t ). Intuitive-
ment, cette opération consiste à « forcer » le volume élémentaire relâché à re-rentrer dans
la place qu’il occupait dans la configuration actuelle. Le tenseur E(X , t ) a bien un statut
élastique dans la mesure où il correspond à une décharge purement élastique du volume
élémentaire.

Pour déformer le volume élémentaire de la configuration de référence vers la configu-
ration relâchée, on introduit un tenseur noté P (X , t ). Ce tenseur ne crée pas de contraintes,
car comme nous l’avons vu, la configuration relâchée est libre de contraintes. Ce ten-
seur contient toute la partie irréversible de la déformation, et a donc un statut de tenseur
plastique. On peut donc décomposer le gradient de la transformation comme suit :

F (X , t ) = E(X , t ).P (X , t ) (4.13)

Il faut bien évidemment faire attention à l’ordre dans lequel s’enchaîne les opérateurs. En
partant de la configuration de référence on applique d’abord le tenseur P (X , t ) pour arriver
dans la configuration relâchée, puis on appliquer le tenseur E(X , t ) pour arriver dans la
configuration actuelle.

Configuration de référence Configuration actuelle

Configuration relâchée

Décharge élastique

FIGURE 4.2 – Décomposition du gradient de la transformation

Il est très important de comprendre pourquoi nous avons considérés le voisinage élé-
mentaire d’une particule X pour établir la décomposition. En effet, pour chaque particule
et son voisinage, la décharge élastique est différente si bien que l’on ne peut pas recons-
truire un domaine complet associé à la configuration relâchée. On dit que les tenseurs
P (X , t ) et E(X , t ) sont incompatibles. On peut voir cette notion d’incompatibilité à la fi-
gure 4.3. D’un point de vue plus mathématique, cela signifie qu’il n’existe pas de transfor-
mations dont P (X , t ) et E(X , t ) seraient les gradients.
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Incompatibilité
Il ne s'agit pas d'un domaine

FIGURE 4.3 – Incompatibilité des tenseurs élastique et plastique

L’une des difficultés pour définir la configuration relâchée est que la décharge élas-
tique n’est pas définie a priori de manière unique. En effet, si E(X , t ) est un tenseur élas-

tique possible, on peut construire Ẽ(X , t ) = E(X , t ).R(X , t ) et P̃ (X , t ) => R(X , t ).P (X , t ),
avec R(X , t ) un tenseur orthogonal quelconque, de telle sorte que l’on conserve la décom-
position :

F (X , t ) = E(X , t ).P (X , t ) = Ẽ(X , t ).P̃ (X , t ) (4.14)

Si l’on s’intéresse à la plasticité d’un mono-cristal on peut choisir la rotation R(X , t ) en
fonction des plans de glissement du cristal. Jean Mandel introduit notamment la notion
de trièdre directeur associé aux plans de glissement qui permet d’orienter le tenseur élas-
tique. Cependant pour un polycristal, dont chaque grain a sa propre orientation cristal-
line, on ne peut pas identifier de direction privilégiée qui a du sens du point de vue de
la plasticité. Nous allons donc définir le tenseur élastique de manière unique en ajou-
tant une condition de symétrie. En effet, un tenseur élastique quelconque possible Ẽ(X , t )
est a priori non symétrique, ainsi le théorème de la décomposition polaire assure que ce
tenseur peut s’écrire de manière unique comme le produit d’un tenseur symétrique (dé-
fini positif) et d’un tenseur orthogonal. On choisit donc comme tenseur élastique E(X , t )
l’unique tenseur symétrique qui permet d’écrire la décharge entre la configuration actuelle
et la configuration relâchée. Ainsi, cette condition de symétrie, est non seulement utile
pour la suite des développements, mais permet en outre de définir de manière univoque
le tenseur élastique.

Il est important de noter que le formalisme multiplicatif obtenue en (4.13) s’obtient
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simplement en enchaînant les opérateurs tensoriels. On peut évidemment faire le lien avec
le formalisme additif en petites transformations vu au chapitre ??. En effet, il suffit d’écrire
que les tenseurs sont proches de l’identité, soit F (X , t ) ≈ 1+ε, E(X , t ) ≈ 1+εe et P (X , t ) ≈
1+εp pour obtenir la décomposition additive des déformation en petites transformations :

ε= εe +εp (4.15)

Dans la plupart des métaux, du fait des mécanismes de mouvement de dislocation vus
au chapitre ??, les phénomènes plastiques isochores, c’est-à-dire sans variation de volume.
Cela se traduit par la relation :

det
(
P

)
= 1 ⇔ tr

(
Ṗ .P−1

)
= 0 (4.16)

Ainsi la variation de volume J est uniquement d’origine élastique. En effet, en utilisant le

fait que le déterminant est une application multilinéaire on obtient J = det
(
E

)
, car :

J = det
(
F

)
= det

(
E .P

)
= det

(
E

)
×det

(
P

)
︸ ︷︷ ︸

=1

= det
(
E

)
(4.17)

4.3 Description du mouvement

Pour la description du mouvement, nous allons reprendre la démarche vue au cha-
pitre 3, mais en introduisant la décomposition multiplicative du gradient de la transfor-
mation (4.13). On a donc le gradient du champ de vitesse V (x, t ) qui s’écrit :

∇
x

V = Ḟ .F−1 = Ė .E−1 +E .Ṗ .P−1.E−1 (4.18)

On introduit donc classiquement le taux de déformation d = (1/2)(∇
x

V +>∇
x

V ). Puisque

la partie plastique est isochore (4.16), on remarque que la trace de d ne dépend bien que

de la partie élastique du gradient de la transformation tr
(
d

)
= tr

(
Ė .E−1

)
. Par ailleurs, la

décomposition (4.18) suggère d’introduire la partie élastique du taux de déformation d e

comme suit :

d e = 1

2

(
Ė .E−1 +>

(
Ė .E−1

))
(4.19)

Puisque d e ne fait intervenir que le tenseur E , cette entité est donc intéressante pour dé-
crire le mouvement entre la configuration relâchée et la configuration actuelle. On pourrait
être tenté de définir un taux de déformation plastique comme la partie symétrique du se-
cond terme de (4.18) E .Ṗ .P−1.E−1. Cependant, cette entité fait intervenir à la fois le tenseur
E et le tenseur P , on n’isole donc pas la partie plastique, ce qui rendrait difficile l’analyse
des évolutions possibles dans l’équation des bilans thermodynamique. C’est la raison pour
laquelle on introduit la partie plastique du taux de déformation comme suit :

d p = 1

2

(
Ṗ .P−1 +>

(
Ṗ .P−1

))
(4.20)

Nous pouvons remarquer que d p est déviatorique du fait de (4.16). Cette définition s’avé-
rera utile par la suite et émergera naturellement des développements.
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4.4 Contraintes

La configuration relâchée joue un rôle privilégié dans la mesure où elle se situe entre
la partie plastique et la partie élastique et permet donc de bien distinguer ces contribu-
tions. Nous avons vu au chapitre ?? l’équation des bilans thermodynamique écrite dans
la configuration actuelle. Nous rappelons que cette équation s’obtient en écrivant le bilan
locale d’énergie interne associé au premier principe de la thermodynamique et le bilan
d’entropie associé au second principe de la thermodynamique (qui se lit ps ≥ 0).

σ : d −ρ
(
Ψ̇+ Ṫ s

)− q .∇x (T )

T
−T ps = 0 (4.21)

Nous allons réécrire cette relation dans la configuration relâchée pour faire apparaître les
concepts de contrainte pertinent dans cette configuration. (Il s’agit d’une approche simi-
laire à ce qui a été présenté au chapitre 3 pour introduire le concept de contrainte de Piola-
Kirchoff).

Dans un comportement élasto-plastique, la seule partie dissipative, c’est-à-dire de pro-
duction d’entropie, est due aux phénomènes plastiques. Pour simplifier les notations, on
introduit la puissance massique dissipée par les phénomènes plastique D qui se lit :

D = T ps

ρ
(4.22)

Dans la suite de la présentation nous ne considérerons que les états isothermes, c’est-
à-dire en simplifiant le gradient et la dérivée temporelle du champ de température dans
(4.21). Puisque l’équation des bilans doit être vraie pour tout état possible du système
et toute évolution possible à partir de cet état, les conclusions que nous allons tirer des
cette analyse partielle isotherme, resterons valable même pour les états non isotherme.
Une analyse complète, permettrait en outre de poser les bases de l’auto-échauffement dû
aux phénomène plastiques. Ainsi, l’équation des bilans (4.21) se lit sous forme massique :

σ(x, t ) : d(x, t )

ρ(x, t )
− (

Ψ̇(x, t )+D(x, t )
)= 0 (4.23)

Il est clair que le concept de contrainte associé à l’écriture énergétique (4.23) est issu du
terme σ(x, t ) : d(x, t )/ρ(x, t ). Nous allons donc travailler sur ce terme pour faire apparaître
les concepts de contrainte dans la configuration relâchée. Le tenseur de contrainte de Cau-
chy σ étant symétrique on a (la partie anti-symétrique du gradient du champ de vitesse
double contractée avec σ est nulle) :

σ(x, t ) : d(x, t )

ρ(x, t )
=

σ(x, t )

ρ(x, t )
: ∇

x
V (x, t ) (4.24)

Ainsi, on a grâce à (4.18) :

σ(x, t ) : d(x, t )

ρ(x, t )
=

σ(x, t )

ρ(x, t )
:
(
Ė .E−1

)
︸ ︷︷ ︸

contribution 1

+
σ(x, t )

ρ(x, t )
:
(
E .Ṗ .P−1.E−1

)
︸ ︷︷ ︸

contribution 2

(4.25)
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Cette dernière formulation permet clairement d’identifier deux contributions, qui vont
donner naissance à deux concepts de contrainte distincts. Pour la première contribution
(4.25) nous pouvons écrire :

σ(x, t )

ρ(x, t )
:
(
Ė .E−1

)
= tr

(
σ(x, t )

ρ(x, t )
.Ė .E−1

)
= tr

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.Ė

)

= tr

E−1.
σ(x, t )

ρ(x, t )
.>E−1.>E︸ ︷︷ ︸

1

.Ė


=

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.>E−1

)
︸ ︷︷ ︸

Π
rel

/ρrel

:
(
>E .Ė

)
(4.26)

En se rappelant le travail effectué au chapitre 3 on identifie le tenseur de Piola-Kirchoff
dans la configuration relâchée Π

rel
:

Π
rel

ρrel
=

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.>E−1

)
(4.27)

Où l’on a posé ρrel la masse volumique dans la configuration relâchée qui est aussi la
masse volumique dans la configuration de référence puisque le tenseur plastique est iso-
chore. Par ailleurs, on introduit la déformation de Green-Lagrange entre la configuration
relâchée et la configuration actuelle notée e

rel
:

e
rel

= 1

2

(
>E .E −1

)
(4.28)

On écrit donc le taux de déformation de Green-Lagrange :

ė
rel

= 1

2

(
>Ė .E +> E .Ė

)
(4.29)

Ce tenseur est évidemment symétrique et apparaît comme la partie symétrique du terme
>E .Ė dans (4.26). On peut donc puisque le tenseur de Piola-Kirchoff est symétrique ré-
écrire la relation (4.26) comme suit :

σ(x, t )

ρ(x, t )
:
(
Ė .E−1

)
=

Π
rel

ρrel
: ė

rel
(4.30)

Cette relation (4.30) permet d’écrire la première contribution de (4.25) dans la configura-
tion relâchée, et il apparaît clairement par l’introduction du tenseur de déformation de
Green-Lagrange, que ce terme est associé à la partie élastique du gradient de la transfor-
mation.

Pour la seconde contribution de (4.25) nous pouvons écrire :

σ(x, t )

ρ(x, t )
:
(
E .Ṗ .P−1.E−1

)
= tr

(
σ(x, t )

ρ(x, t )
.E .Ṗ .P−1.E−1

)
= tr

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.E .Ṗ .P−1

)
=

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.E

)
:
(
Ṗ .P−1

) (4.31)
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Cette écriture fait apparaître un nouveau tenseur de contrainte dans la configuration relâ-
chée, que l’on nomme tenseur de contrainte plastique et que l’on note Ψ

rel
:

Ψ
rel

ρrel
= E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.E (4.32)

Ce tenseur est fondamentalement nouveau par rapport aux autres concepts utilisés dans
les chapitres précédents, à savoir le tenseur de contrainte de Piola-Kirchoff, le tenseur de
contrainte de Boussinesq et le tenseur de contrainte de Cauchy. Le tenseur de contrainte
plastique dans la configuration relâchée n’est pas nécessairement symétrique, quoique
dans un certain nombre de cas on obtient un tenseur symétrique (notamment si σ et E
commutent, ce qui est le cas pour les matériaux isotrope comme nous le verrons dans la
suite de ce chapitre).

Ainsi d’après l’analyse qui précède nous pouvons réécrire (4.25) dans la configuration
relâchée comme suit

σ(x, t ) : d(x, t )

ρ(x, t )
=

Π
rel

ρrel
: ė

rel
+
Ψ

rel

ρrel
:
(
Ṗ .P−1

)
(4.33)

Comme nous manipulons ici un tenseur de contrainte Ψ
rel

non-symétrique nous intro-

duisons sa partie symétrique ΨS
rel

et sa partie anti-symétrique ΨA
rel

. De même nous avons

noté d p la partie symétrique de Ṗ .P−1, et nous notons ωp sa partie anti-symétrique. Par

ailleurs, d p étant déviatorique, il est utile d’introduire la partie déviatorique de ΨS
rel

que

l’on note ΨS,dev
rel

. Ainsi, en se rappelant que les tenseurs symétriques et anti-symétriques

sont orthogonaux entre eux, et que les tenseurs isotropes (i.e., proportionnels à l’iden-
tité) et déviatoriques sont également orthogonaux entre eux, nous pouvons réécrire (4.33)
comme suit :

σ(x, t ) : d(x, t )

ρ(x, t )
=

Π
rel

ρrel
: ė

rel
+
ΨS,dev

rel

ρrel
: d p +

ΨA
rel

ρrel
: ωp (4.34)

Cette dernière relation sera utile pour étudier les processus de déformation grâce à l’équa-
tion des bilans. Il reste encore à travailler sur les termes de puissance dissipée massique D
et de taux d’énergie libre massique Ψ̇ dans l’équation de bilans. Pour cela nous avons be-
soin de définir les variables d’état dont dépendent ces deux potentiels thermodynamiques.

4.5 Choix des variables détat et hypothèses thermodynamiques

Dans cette présentation, nous ne retiendrons que le minimum de variable d’état pos-
sible. Cela convient pour l’essentiel des métaux, mais certains matériaux nécessitent d’in-
troduire davantage de variables d’état pour décrire correctement leur comportement. D’après
ce qui précède, il est clair que le tenseur élastique E et le tenseur plastique P sont essen-
tiels pour décrire l’état du système. Par ailleurs, comme nous l’avions fait dans le cha-
pitre ?? nous introduisons une troisième variable d’état nommée déformation plastique
cumulée et notée pcum qui est toujours positive et donne une mesure en norme de l’his-
toire des déformations plastiques. Cette variable d’état est nécessaire dans la mesure où
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le tenseur P ne donne une information que sur l’état actuel, et non sur l’histoire de la
transformation, dont dépend fortement les phénomènes plastiques. Plus précisément on
définit le taux de déformation plastique cumulée ṗcum comme suit :

ṗcum =
√

2

3
d p : d p ≥ 0 (4.35)

Ainsi, la déformation plastique cumulée se lit comme l’intégrale au cours de la transfor-
mation de ṗcum :

pcum =
∫t

0
ṗcum dt ≥ 0 (4.36)

Nous rappelons ici que le temps t est un temps chronologique et non un temps phy-
sique. Les phénomènes plastiques ne dépendant pas du temps physique (par l’intermé-
diaire d’une vitesse de déformation par exemple). Le temps t est ici compris comme une
variable permettant de traduire la succession des phénomènes plastiques dont l’ordre a
une importance.

Comme nous l’avons déjà évoqué au chapitre ??, le tenseur P sera associé à l’écrouis-
sage cinématique et la déformation plastique cumulée pcum sera associée à l’écrouissage
isotrope. Cependant contrairement au chapitre précédent, ces notions émergerons natu-
rellement d’hypothèses thermodynamiques raisonnables.

Comme nous l’avons dit plus haut, l’analyse thermodynamique consiste a spécifier la
densité massique d’énergie libre Ψ et la puissance dissipée massique D en fonction des
variables d’état que nous avons choisies. Pour cela, nous introduisons une analogie res-
sort/patin (modèle rhéologique simple) présenté à la figure 4.4. Le matériau est supposé
se comporter comme un ressort en parallèle d’un patin qui peut glisser (avec un seuil de
glissement qui représente la limite d’élasticité) auquel est fixé un autre ressort, qui repré-
sente l’élasticité du matériau. À l’échelle des dislocations, l’analogie du patin se justifie par
le fait que les mécanismes plastiques sont des mouvements de dislocations qui génèrent
des glissements dissipatifs de plans atomiques. Par ailleurs, le ressort en parallèle du pa-
tin se justifie par le fait que les dislocations stockent de l’énergie élastique car il s’agit de
lignes en tension. Ainsi, lorsque de nouvelles dislocations sont créées, on stocke davantage
d’énergie dans la microstructure. Enfin, le ressort représentant la partie élastique corres-
pond à la distorsion globale du réseau atomique sous chargement.

Sur la base de cette analogie, on voit que deux contributions distinctes d’énergie libre
doivent être considérée, correspondant à chacun des ressorts. Comme nous l’avons dit,
l’énergie du ressort en parallèle du patin est bloquée dans la microstructure, car le glisse-
ment du patin est irréversible, nous nommons donc cette contribution énergétique Ψblo

(blo pour bloquée). Par ailleurs, cette contribution dépend manifestement du glissement
actuel du patin, nous faisons donc l’hypothèse que Ψblo ne dépend que du tenseur P et
non de pcum. La seconde contribution énergétique est portée par l’allongement du second
ressort qui correspond comme nous l’avons dit à la distorsion globale du réseau atomique,
nous nommons donc ce terme Ψdis (dis pour distorsion). Puisque ce ressort peut être solli-
cité indépendamment d’un quelconque glissement du patin (si on ne dépasse pas le seuil
en effort qui permet au patin de glisser) on comprend qu’il s’agit d’une contribution pu-
rement élastique et réversible. On fait donc l’hypothèse que Ψdis ne dépende que de la
déformation de Green-Lagrange de la configuration relâchée à la configuration actuelle
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e
rel

. Ayant considéré ces deux contribution d’énergie libre, nous pouvons écrire :

Ψ(E ,P ) =Ψdis(e
rel

)+Ψblo(P ) (4.37)

Cette formulation de la densité massique d’énergie libre en fonction des variables d’état
porte le nom d’hypothèse des contraintes élastiques, car nous verrons dans la suite de
cette présentation, que cela implique que les contraintes sont toujours liées à la partie
élastique du gradient de la transformation.

Par ailleurs, il sera nécessaire de dériver par rapport au temps cette expression car Ψ̇

intervient dans l’équation des bilans thermodynamique. On a donc :

Ψ̇= ∂Ψdis

∂e
rel

: ė
rel

+ ∂Ψblo

∂P
: Ṗ (4.38)

Cette dernière expression est un peu inélégante, car on voit apparaître Ṗ au lieu de Ṗ .P−1.
On modifie donc légèrement cette expression en contractant à gauche par P et à droite par

P−1 :

Ψ̇= ∂Ψdis

∂e
rel

: ė
rel

+
(

P .
∂Ψblo

∂P

)
:
(
Ṗ .P−1

)
(4.39)

Il faut noter comme nous l’avons démontré au chapitre ??, que le terme ∂Ψdis/∂e
rel

peut

toujours être choisi symétrique du fait que e
rel

est symétrique.

Configuration de référence Configuration actuelle

Configuration relâchée

FIGURE 4.4 – Modèle rhéologique simple.

L’analogie présentée en figure 4.4 permet aussi d’écrire que l’énergie dissipée par le pa-
tin en glissant notée ED , dépend linéairement de la distance de glissement cumulée posi-
tivement (c’est-à-dire sans se préoccuper du sens de glissement). Ainsi, on est bien justifié
à faire l’hypothèse que l’énergie dissipée est proportionnelle à pcum, ce qui revient à dire
que la puissance dissipée massique D est proportionnelle à ṗcum.

On peut remarquer, que cette relation de proportionnalité est nécessaire du fait que
les phénomènes plastiques ne dépendent pas du temps physique, c’est-à-dire que les lois
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doivent être invariantes par un changement de variable du type s = f (t ) avec f une fonc-
tion strictement croissante. En effet, par exemple une loi puissance du type D ∝ ṗα

cum, n’est
pas invariante par un changement de variable temporelle s = f (t ), à moins que α= 1. Pour
s’en rendre compte, il suffit de poser les différentielles ds = ḟ (t )dt (avec ḟ (t ) > 0), et l’on
obtient :

dED

dt
= ḟ (t )

dED

ds
∝ dpcum

dt

α

=
(

ḟ (t )
dpcum

ds

)α
⇒ dED

ds
∝ ḟ (t )α−1 dpcum

ds

α

(4.40)

Il est clair que la loi n’est conservée que si α= 1.
Le facteur de proportionnalité noté k ≥ 0 entre la puissance dissipée massique D et le

taux de déformation plastique cumulée ṗcum dépend a priori de l’état du système, c’est-à-
dire E ,P , pcum. Cependant, pour une grande majorité de métaux, il est suffisant de consi-
dérer pcum. Ainsi dans le suite nous poserons la puissance dissipée massique comme suit :

D = k(pcum)ṗcum

ρrel
(4.41)

Le scalaire positif k(pcum) joue le rôle de limite d’élasticité qui dépend de pcum, c’est-à-dire
prenant en compte un écrouissage isotrope.

Avec l’analyse qui précède, nous pouvons réécrire l’équation des bilans thermodyna-
mique (4.21) sous la forme :

Π
rel

ρrel
: ė

rel
+
ΨS,dev

rel

ρrel
: d p+

ΨA
rel

ρrel
: ωp−∂Ψdis

∂e
rel

: ė
rel
−

(
P .

∂Ψblo

∂P

)
:
(
Ṗ .P−1

)
−k(pcum)ṗcum

ρrel
= 0 (4.42)

Il est important de noter que cette écriture est une somme de produits, dont le premier
terme ne dépend que de l’état du système et le second ne dépend que de l’évolution pos-
sible du système (dérivée temporelle).

4.6 Analyse thermodynamique des processus de déforma-
tion

L’égalité (4.42) doit être vérifiée quelque soit l’état du système et quelque soit l’évo-
lution possible à partir de cet état. Nous allons discuter en détails, la notion d’évolution
possible, car à partir d’un état donné, toutes les évolutions ne sont pas possibles. Il est
donc important de réfléchir de manière explicite à ce qui est autorisé dans le modèle, et
ne pas faire avancer dans les développements de manière mécanique.

Nous ferons une première hypothèse, qui consiste à affirmer que quelque soit l’état
du système il est toujours possible d’envisager une décharge de telle sorte que Ṗ = 0 et
ṗcum = 0. Pour ces évolutions possibles, il n’est en revanche pas possible de considérer
n’importe qu’elle évolution ė

rel
. En effet, il est nécessaire de considérer les évolutions ė

rel
qui réalisent la décharge de telle sorte qu’il n’y a pas d’évolution des variables plastiques.
Si l’on se réfère à un diagramme contrainte-déformation uni-axial, on voit que lorsque
l’on est sur la courbe d’écrouissage, il existe une unique manière de décharger. Donc il est
raisonnable de faire l’hypothèse que pour chacune des 6 composantes de déformation il
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existe une manière de décharger, et que globalement il existe au moins 6 évolutions ė
rel

indépendantes qui permettent de décharger de telle sorte que Ṗ = 0 et ṗcum = 0. Pour ces
évolutions possibles, l’équation des bilans (4.42) devient :(

Π
rel

ρrel
− ∂Ψdis

∂e
rel

)
: ė

rel
= 0 (4.43)

Comme nous l’avons dit, cette égalité doit être vraie quelque soit l’état et pour au moins
6 évolutions indépendantes ė

rel
. Comme la dimension des tenseurs symétriques d’ordre 2

est 6, nous pouvons conclure que Π
rel

/ρrel−∂Ψdis/∂e
rel

est anti-symétrique. Or, ce tenseur

étant symétrique, il est nécessairement nul, soit :

Π
rel

ρrel
= ∂Ψdis

∂e
rel

(4.44)

On retrouve la relation que l’on avait déjà trouvé au chapitre ?? pour l’hyper-élasticité. Il
faut noter que la relation (4.44) est vraie quelque soit l’état du système et peut donc être
directement réinjectée dans l’équation des bilans (4.42) qui devient alors :

ΨS,dev
rel

ρrel
: d p +

ΨA
rel

ρrel
: ωp −

(
P .

∂Ψblo

∂P

)
:
(
Ṗ .P−1

)
− k(pcum)ṗcum

ρrel
= 0 (4.45)

Pour simplifier les notations nous introduisons le tenseur X suivant :

X = ρrel P .
∂Ψblo

∂P
(4.46)

Nous notons également X S et X A les parties symétrique et anti-symétrique de X . Par ailleurs

on note X S,dev la partie déviatorique de X S . On ré-écrit donc (4.45) sous la forme :

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: d p +

(
ΨA

rel
−X A

)
: ωp −k(pcum)ṗcum = 0 (4.47)

Une fois encore cette relation doit être vérifiée quelque soit l’état du système et quelque
soit l’évolution possible à partir de cet état. Nous supposons que quelque soit l’état, il est
toujours possible de concevoir au moins 3 évolutions indépendantes tensωp telles que
d p = 0 (ce qui implique ṗcum = 0). On a alors pour ces évolutions :

(
ΨA

rel
−X A

)
: ωp = 0 (4.48)

Comme l’espace des tenseurs d’ordre 2 anti-symétrique est de dimension 3, on peut conclure
que le tenseur ΨA

rel
− X A est symétrique (orthogonal des tenseurs symétrique), or comme

ce tenseur est anti-symétrique il est nécessairement nul, soit :

ΨA

rel
= X A (4.49)
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Comme cette relation est vraie quelque soit l’état du système on peut la réinjecter directe-
ment dans (4.47), qui devient :(

ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: d p −k(pcum)ṗcum = 0 (4.50)

Pour aider la compréhension géomtrique de cette équation des bilans (4.50) et faire le
lien avec l’analyse des ensembles convexe que nous avons faite en début de chapitre, nous
introduisons la fonction scalaire Π(d p) telle que :

Π(d p) = k(pcum)ṗcum (4.51)

Il est clair, compte tenu de la définition du taux de déformation plastique cumulée (4.35)
que Π dépend bien de d p. Cependant, il faut noter que la fonction Π ne dépend pas uni-

quement de l’évolution possible d p mais également de l’état du système par l’intermé-

diaire de k(pcum). Cette fonction a pour vocation à devenir la fonction d’appui d’un espace
convexe qui sera le domaine d’élasticité et X S,dev a pour vocation à devenir son centre.

Le fait que le centre X S,dev et la fonction d’appui Π(d p) dépendent de l’état du système
montre que le domaine peut évoluer au cours de la déformation. Nous ré-écrivons l’équa-
tion des bilans (4.50) sous la forme :(

ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: d p −Π(d p) = 0 (4.52)

Avec cette écriture on reconnaît l’équation d’un hyper-plan pour ΨS,dev
rel

dont la normale est

d p. Ainsi quelque soit l’état de contrainte ΨS,dev
rel

, l’équation des bilans impose que cette

contrainte soit à l’intersection de tous les hyper-plans dont les normales sont les évolu-
tions possibles d p. On s’attend donc à ce que le nombre d’évolutions possibles d p soit très
réduit dans la mesure où l’intersection des hyper-plans correspondants doit être non vide
et contenir ΨS,dev

rel
.

Pour formaliser cela, introduisons l’ensemble convexe suivant dans l’espace des ten-
seurs d’ordre 2 symétrique et déviatorique noté T S

dev de dimension 5 (on note également

T S,∗
dev l’ensemble des tenseurs d’ordre 2 symétriques déviatoriques non nuls) :

K = ⋂
N∈T S,∗

dev

{
Ψ̃

S,dev

rel
∈T S

dev,
(
Ψ̃

S,dev

rel
−X S,dev

)
: N −Π(N ) ≤ 0

}
(4.53)

Cette définition fait bien sûr écho à l’écriture que nous avons proposée en section 4.1.
L’intérieur de ce convexe s’écrit :

K̊ = ⋂
N∈T S,∗

dev

{
Ψ̃

S,dev

rel
∈T S

dev,
(
Ψ̃

S,dev

rel
−X S,dev

)
: N −Π(N ) < 0

}
(4.54)

Lorsque le matériau est vierge de contrainte et n’a pas encore subit d’écrouissage, on
a ΨS,dev

rel
= 0 et X S,dev

rel
= 0. Par ailleurs, comme quelque soit N ∈ T S,∗

dev on a Π(N ) > 0. L’état

initial en contrainte est donc dans l’intérieur de K . Au cours du processus de déformation,
l’état en contrainte peut atteindre la frontière de K et nous verrons que l’équation des
bilans (4.52) interdit d’en sortir. Étudions donc les évolutions possibles à partir d’un état
intérieur au domaine K et d’un état sur la frontière du domaine K .
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4.6.1 Intérieur du domaine d’élasticité

Considérons un état du système de telle sorte que la contrainte ΨS,dev
rel

soit dans l’inté-

rieur du convexe K , soit ΨS,dev
rel

∈ K̊ . Nous nous posons la question des évolutions possibles

à partir de cet état. D’après ce que nous avons dit au chapitre ?? nous nous attendons à
ce que la seule évolution possible soit d p = 0. Démontrons cela en appliquant la définition
de l’intérieur du convexe (4.54) on a :

ΨS,dev

rel
∈ K̊ ⇒∀N ∈T S,∗

dev ,
(
Ψ̃

S,dev

rel
−X S,dev

)
: N −Π(N ) < 0 (4.55)

Aucun des tenseurs N ∈ T S,∗
dev ne peut être une évolution possible pour le système, car il

faudrait alors vérifier l’équation des bilans (4.52) en prenant d p = N , ce qui est incompatible
avec (4.55). Ainsi aucun tenseur symétrique déviatorique non nul ne peut être une évolu-
tion possible. Il en résulte que la seule évolution possible, depuis un état, dont la contrainte
ΨS,dev

rel
est dans l’intérieur du domaine K , est bien d p = 0. Cette constatation donne au

convexe K son statut de domaine d’élasticité.

4.6.2 Frontière du domaine d’élasticité

Par ailleurs, considérons un état du système tel que la contrainte ΨS,dev
rel

soit sur la fron-

tière du convexe K , soit ΨS,dev
rel

∈ ∂K . Ainsi il existe un unique tenseur N
0
∈ T S,∗

dev unitaire

(i.e., de norme égale à 1) tel que la contrainte ΨS,dev
rel

soit dans l’hyper-plan tangent de nor-

male sortante N
0
. Évidemment, tout tenseur du type αN

0
(avec α > 0) est aussi une nor-

male sortante pour l’hyper-plan tangent. Nous pouvons résumer cela par la formulation
suivante :

∃! N
0
∈T S,∗

dev , ∀α> 0,
(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
:
(
αN

0

)
−Π

(
αN

0

)
= 0 (4.56)

Il est toujours possible de considérer une évolution telle que d p = 0, car l’équation des
bilans (4.52) est bien vérifiée dans ce cas, qui correspond bien entendu à une décharge
élastique du matériau. Supposons maintenant qu’il existe une évolution possible d p 6= 0, à

partir d’un état pour lequel la contrainte ΨS,dev
rel

∈ ∂K . Nous devons vérifier l’équation des

bilans (4.52), ce qui implique par unicité dans (4.56) que :

∃λ> 0, d p =λN
0

(4.57)

Nous venons de démontrer, qu’avec les hypothèses thermodynamiques et les variables
d’état que nous avons choisies à la section 4.5, nous avons créé un matériau standard (ou
encore un critère associé), c’est-à-dire que l’écoulement plastique d p se fait de manière
colinéaire à la normale du domaine d’élasticité au point de contrainte considéré.

Comme nous l’avons dit plus haut, l’équation des bilans (4.52) interdit à l’état de contrainte
de sortir du domaine K . En effet, nous venons de montrer que pour plastifier, à chaque
instant l’état de contrainte ΨS,dev

rel
se situe sur un hyper-plan tangent de normale d p, donc

cet état de contrainte ne peut qu’évoluer sur les hyper-plans tangents successifs, si l’on
continue à plastifier. Du point de vue géométrique, on se convainc facilement que cela ne
permet que de circuler sur la frontière du domaine sans pouvoir en sortir.
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Bien sûr comme nous l’avons dit, des états de contraintes en dehors du domaine d’élas-
ticité initial sont accessibles, car ce dernier peut évoluer pendant la phase plastique, c’est
l’écrouissage. Comme nous l’avons dit plus haut, cela se traduit par le fait que le centre

du domaine X S,dev et la fonction d’appui Π
(
d p

)
dépendent de l’état du système. Une évo-

lution du centre du domaine est appelé écrouissage cinématique et une évolution de la
fonction d’appui est appelé écrouissage isotrope. En résumé, l’état de contrainte ne peut
pas sortir du domaine, mais le domaine peut évoluer pendant l’écoulement plastique.

4.6.3 Critère en contrainte

Le domaine d’élasticité K introduit à la section précédente est défini par son centre et
sa fonction d’appui. Mais il commode de le définir de manière directe grâce à une fonc-

tion implicite fK

(
ΨS,dev

rel

)
≤ 0. Pour cela il convient d’écrire que l’ensemble des contraintes

ΨS,dev
rel

formant la frontière ∂K du domaine d’élasticité, s’obtient comme l’enveloppe des

hyper-plans tangents suivants :

∀N ∈T S,∗
dev ,

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: N −Π

(
N

)
= 0 (4.58)

Par ailleurs, comme nous l’avons évoqué à la section 4.1 consacrée aux rappels sur les
convexes, pour déterminer les points de tangence avec le convexe, c’est-à-dire déterminer
les points ΨS,dev

rel
formant la frontière ∂K , il convient de dériver cette expression par rapport

à N , soit : (
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
− dΠ

dN
= 0 (4.59)

Cette dérivation est licite dans la mesure où l’on balaie tous les tenseurs N ∈ T S,∗
dev pour

construire l’enveloppe des hyper-plans tangents. En réinjectant la définition de la fonction
d’appui (4.51) et celle du taux de déformation plastique cumulé (4.35), on obtient :

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: N −k(pcum)

√
2

3
N : N = 0

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
−k(pcum)

N√
2
3 N : N

= 0
(4.60)

Ce système d’équation traduit le fait que les points de la frontière appartiennent aux hyper-
plans tangents de normale N et au domaine K , il s’agit des points de tangence avec le
domaine. En éliminant N entre les deux équations de (4.60) on obtient une relation en
contrainte : √

3

2

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
:
(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
= k(pcum) (4.61)

Cette relation permet de déterminer les états de contrainte ΨS,dev
rel

qui composent la fron-

tière ∂K du domaine d’élasticité (sans référence aux normales des hyper-plans tangents),
ce que détermine la fonction implicite fK du domaine d’élasticité et correspond à un critère
de von Mises. On a donc :

fK

(
ΨS,dev

rel

)
=

√
3

2

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
:
(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
−k(pcum) (4.62)
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Bien entendu, le choix des variables d’état et les hypothèses thermodynamiques que nous
avons faites à la section 4.5 sont liées au fait que l’on obtient un domaine d’élasticité de
von Mises. D’autres choix auraient conduit à d’autres types de critères, comme le critère
de Tresca par exemple.

4.6.4 Loi d’écoulement

Nous nous intéressons dans cette section à un état de contrainte ΨS,dev
rel

particulier sur

la frontière ∂K du domaine d’élasticité, et à une évolution d p 6= 0. Nous avons vu grâce à
l’analyse thermodynamique du processus de déformation que l’écoulement plastique est
associé et suit la loi (4.57) où N

0
est la normale sortante au domaine en ΨS,dev

rel
. Nous cher-

chons ici à expliciter la valeur de λ en fonction des grandeurs mécaniques déjà introduites.
On a, d’après la définition du taux de déformation plastique cumulé (4.35) et de l’écoule-
ment plastique associé (4.57) :

λ=
√

2
3 N

0
: N

0

ṗcum
(4.63)

Nous pouvons ainsi déduire une loi d’écoulement du type (4.57), qui ne porte que sur les
grandeurs mécaniques que nous avons introduite. Pour l’état ΨS,dev

rel
∈ ∂K particulier que

nous avons choisi, la relation (4.56) reste valable pour N =λN
0
= d p, on a donc :



(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
: d p −k(pcum)

√
2

3
d p : d p = 0

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
−k(pcum)

d p√
2
3 d p : d p

= 0

(4.64)

On en déduit la loi d’écoulement suivante :

d p = 3

2

ṗcum

k(pcum)

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
(4.65)

On peut noter que cette loi d’écoulement est également vraie pour d p = 0 car dans ce cas
ṗcum = 0.
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Résumé

• Configuration relâchée

• Décomposition multiplicative du gradient F = E .P

• Choix des variables d’état : E ,P , pcum

• Hypothèse thermodynamique : Ψ
(
E ,P , pcum

)
=Ψdis

(
e

rel

)
+Ψblo

(
P

)
• Hypothèse thermodynamique : D(ṗcum) = k

(
pcum

)
ṗcum/ρrel

• Deux concepts de contrainte dans la configuration relâchée :

Π
rel

ρrel
=

(
E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.>E−1

)
Ψ

rel

ρrel
= E−1.

σ(x, t )

ρ(x, t )
.E (4.66)

• Analyse thermodynamique :

Π
rel

ρrel
= ∂Ψdis

∂e
rel

ΨA

rel
= X A avec X = ρrel P .

∂Ψblo

∂P
(4.67)

• Critère de plasticité √
3

2

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
:
(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
= k(pcum) (4.68)

• Loi d’écoulement plastique (ṗcum =
√

2/3d p : d p)

d p = 3

2

ṗcum

k(pcum)

(
ΨS,dev

rel
−X S,dev

)
(4.69)

4.7 Isotropie (élasticité et écrouissage) et Néo-Hookéen

Dans cette section nous allons dériver un comportement élasto-plastique en grande
transformation isotrope. Cette isotropie porte non seulement sur le tenseur de raideur,
qui ne dépend alors que de deux coefficients (e.g., le coefficient d’incompressibilité k0

et le module de cisaillement µ0), mais aussi sur l’écrouissage du matériau en supposant
que l’écrouissage cinématique est négligeable (il ne reste donc que l’écrouissage isotrope).
Ainsi, en considérant (4.37) on a :

Ψ
(
E ,P

)
=Ψdis

(
e

rel

)
(4.70)

En effet, le terme d’énergie bloquée Ψblo

(
P

)
correspond à l’écrouissage cinématique. L’hy-

pothèse d’isotropie de l’écrouissage revient donc à négliger les effets de cette énergie blo-
quée dans la microstructure.

Par ailleurs comme nous l’avons vu au chapitre ??, l’isotropie du tenseur de raideur
permet d’écrire l’énergie libre massique de distorsion Ψdis comme une fonction des inva-
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riants du tenseur de Cauchy entre la configuration relâchée et actuelle >E .E . On pose alors
comme au chapitre ?? la partie isochore :

E = J−
1
3 E (4.71)

Nous avons bien det
(
E

)
= 1. On pose donc les invariants J = det

(
E

)
et I 1 = tr

(
>E .E

)
. Nous

n’introduisons pas le second invariants I 2 car dans la suite de cette présentation nous fe-
rons l’hypothèse d’un modèle Noé-Hookéen pour la partie élastique du comportement,
qui ne dépend que de J et I 1, car les déformations élastiques sont suffisamment faibles
dans les métaux. On a donc :

Ψdis

(
e

rel

)
= 1

2ρrel

(
µ0

(
I 1 −3

)
+k0(J −1)2

)
(4.72)

On avait déjà établi au chapitre ?? qu’en cas d’isotropie on a :

Ψ̇dis

(
e

rel

)
= 2

∂Ψdis

∂I 1︸ ︷︷ ︸
µ0
ρrel

(
E .>E

)
: dev

(
Ė .E−1

)
+ ∂Ψdis

∂J︸ ︷︷ ︸
k0(J−1)
ρrel

J tr
(
Ė .E−1

)
(4.73)

En reprenant l’équation des bilans (4.42) on obtient donc :

σ

ρ
:
(
Ė .E−1

)
+
Ψ

rel

ρrel
:
(
Ṗ .P−1

)
− µ0

ρrel

(
E .>E

)
: dev

(
Ė .E−1

)
−k0(J −1)

ρrel
J tr

(
Ė .E−1

)
−k(pcum)ṗcum

ρrel
= 0

(4.74)
Cette relation doit être vérifiée pour n’importe quel état et n’importe quelle évolution à
partir de cet état. Dans la suite on ne va s’intéresser qu’aux décharges telles que Ṗ = 0, car
on cherche à donner une relation entre σ et E . Ce qui a été établi pour la partie plastique

dans les sections précédentes reste évidemment valable, à savoir l’écriture du critère de
von Mises et la loi d’écoulement.

Puisque l’on sait que la variation de volume est élastique, il est toujours possible à
partir d’un état donnée, de considérer une évolution de pure variation de volume élastique,

c’est-à-dire telle que Ṗ = 0 ce qui implique ṗcum et dev
(
Ė .E−1

)
= 0 et tr

(
Ė .E−1

)
6= 0.

On décompose le tenseur de contrainte de Cauchy en partie isotrope et partie déviato-
rique s :

σ=
tr

(
σ

)
3

1+ s (4.75)

De même on décompose le tenseur Ė .E−1 :

Ė .E−1 =
tr

(
Ė .E−1

)
3

1+dev
(
Ė .E−1

)
(4.76)

On obtient donc pour cette évolution possible (en se rappelant que les tenseurs déviato-
riques et isotropes sont orthogonaux vis-à-vis de la double contraction) : tr

(
σ

)
3ρ

− k0(J −1)

ρrel
J

 tr
(
Ė .E−1

)
︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0 (4.77)
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Ainsi en notant se rappelant que J = ρrel/ρ on obtient :

tr
(
σ

)
3

= k0(J −1) (4.78)

L’équation des bilans (4.74) devient donc :

( s

ρ
− µ0

ρrel
dev

(
E .>E

))
: dev

(
Ė .E−1

)
+
Ψ

rel

ρrel
:
(
Ṗ .P−1

)
− k(pcum)ṗcum

ρrel
= 0 (4.79)

Comme précédemment il est toujours possible quelque soit l’état de considérer une dé-
charge, c’est-à-dire une évolution telle que Ṗ = 0 ce qui implique ṗcum = 0. Ainsi dans ce
cas, l’équation des bilans (4.79) devient :

( s

ρ
− µ0

ρrel
dev

(
E .>E

))
: dev

(
Ė .E−1

)
= 0 (4.80)

Cette dernière relation implique que le tenseur
(
s/ρ− (µ0/ρrel)dev

(
E .>E

))
est isotrope, or

comme ce tenseur est déviatorique il vient que :

s = µ0

J
dev

(
E .>E

)
(4.81)

En combinant la partie isotrope (4.78) et déviatorique (4.81) du tenseur de contrainte
de Cauchy et en appliquant la définition (4.71) on obtient la relation :

σ= µ0

J
5
3

E .>E +
k0(J −1)− µ0

J
5
3

tr
(
E .>E

)
3

1 (4.82)

Ainsi, en reprenant la définition de la contrainte plastique (4.32) et en se rappelant du fait
que E est choisi symétrique (i.e., >E = E) on a :

Ψ
rel

= Jσ= µ0

J
2
3

E .>E +
k0 J (J −1)− µ0

J
2
3

tr
(
E .>E

)
3

1 (4.83)
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Résumé

• Isotropie de l’écrouissage :Ψblo

(
P

)
≈ 0 ⇒ X ≈ 0

• Isotropie du tenseur de raideur :

Ψ
rel

= µ0

J
2
3

E .>E +
k0 J (J −1)− µ0

J
2
3

tr
(
E .>E

)
3

1 (4.84)

• Critère de plasticité √
3

2
ΨS,dev

rel
: ΨS,dev

rel
= k(pcum) (4.85)

• Loi d’écoulement plastique (ṗcum =
√

2/3d p : d p)

d p = 3

2

ṗcum

k(pcum)
ΨS,dev

rel
(4.86)
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Chapitre 5

Contraintes résiduelles
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